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Введение 

 

Управление любой социально-экономической системой реализует-

ся как процесс, подчиняющийся определенным закономерностям. Их 

знание помогает определить условия, необходимые и достаточные для 

осуществления данного процесса. Для этого все параметры, характери-

зующие процесс и внешние условия, должны быть изучены, количест-

венно определены, измерены. 

Математическая наука, которая изучает специфические законо-

мерности случайных явлений, называется теорией вероятностей. 

Найденные закономерности широко применяются в планировании, 

управлении и прогнозировании. Математическая статистика, опира-

ясь на теорию вероятностей, изучает методы сбора, систематизации, 

обработки и интерпретации результатов наблюдений с целью выявле-

ния статистических закономерностей. Математическое программиро-

вание и исследование операций помогают разработать и обосновать 

практическое применение методов наиболее эффективного управления 

различными организационными системами. 

Разделы «Теория вероятностей и математическая статистика» и 

«Математическое программирование. Исследование операций» являют-

ся прикладными математическими составляющими учебной дисциплины 

«Высшая и прикладная математика» с использованием математических 

методов функционального анализа, алгебры, аналитической геометрии, 

математического анализа, теории интегрального и дифференциального 

исчисления и др.  

Правильность исходных предпосылок теории вероятностей и ма-

тематической статистики, как и всякой другой прикладной теории, про-

веряется практикой. Сегодня теория вероятностей и математическая 

статистика успешно применяются в физике, химии, инженерии, астроно-

мии, медицине, генетике, социологии, лингвистике и др. На базе теории 

вероятностей  и  математической  статистики  сформировались  и раз-

виваются такие разделы, как теория случайных процессов, теория мас-

сового обслуживания, математическая теория надежности и т. д.  

Цель математического программирования и исследования опера-

ций – количественное обоснование принимаемых решений по организа-

ции управления. 
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В предлагаемом пособии рассматриваются основные понятия тео-

рии вероятностей, математической статистики, математического про-

граммирования и исследования операций, используются простые мате-

матические конструкции, описываются основные методы решения задач. 

 Основными задачами изучения учебной дисциплины «Высшая и 

прикладная математика» являются предоставление студентам знаний 

по основным разделам высшей математики, повышение уровня фунда-

ментальной математической подготовки студентов с усилением ее при-

кладной направленности, а также получение необходимой математиче-

ской базы для изучения других дисциплин математического цикла.  

 В процессе изучения данной дисциплины студент получает анали-

тические исследовательские компетентности, которые необходимы со-

временному экономисту в любых сферах его деятельности, а именно:  

 уметь проводить основные математические вычисления, самостоя-

тельно применять полученные знания для решения соответствующих 

задач и ситуационных упражнений;  

 уметь анализировать, обрабатывать полученные результаты с уче-

том полученных данных и делать выводы на достаточно высоком про-

фессиональном уровне;  

 уметь отслеживать основные тенденции и направления развития 

математической науки, самостоятельно работать с научно-методической 

литературой;  

 уметь использовать полученные знания для дальнейшего форми-

рования соответствующих экономико-математических моделей и их ре-

шения (определение балансовых отношений, вычисление коэффициен-

тов расходов, определение зависимости спроса и предложения, сравне-

ние эффективности финансовых операций и др.); 

уметь, в случае сложного задания, использовать метод разложения 

от сложного к простому, то есть приводить отдельные сложные части к 

более простым с последующим их решением. 
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Раздел 3. Теория вероятностей  

и математическая статистика 

 

24. Основные понятия теории вероятностей 

 

24.1. Стохастический эксперимент, его роль и место  

при моделировании социально-экономических и естественных  

процессов 

 

В природе, технике и экономике нет явлений, в которых не присут-

ствовали бы элементы случайности. Существует два подхода к изуче-

нию этих явлений. Один из них – классический. Он состоит в том, что 

выделяются основные факторы, определяющие данное явление, а 

влиянием множества остальных, приводящих к случайным отклонениям 

от результата, пренебрегают. Выявляется основная закономерность, 

свойственная данному явлению, позволяющая однозначно предсказать 

результат по заданным условиям. Однако при моделировании социаль-

но-экономических и естественных процессов необходимо учитывать не 

только основные факторы, но и множество второстепенных, приводящих 

к случайным искажениям результата, то есть вносящих в него элемент 

неопределенности. Этот подход заложен в основе стохастического 

эксперимента, при котором элемент неопределенности изучается спе-

циальными методами. В практической деятельности часто приходится 

сталкиваться со случайными событиями, то есть с событиями, которые 

могут произойти или не произойти по причинам, неподдающимся непо-

средственному учету в данных условиях. Изучение количественных за-

кономерностей, которым подчинены массовые случайные события, и 

есть предмет теории вероятностей. Таким образом, теория веро-

ятностей изучает свойства и закономерности массовых случайных явле-

ний.  

 

24.2. Алгебра случайных событий 
 

Пусть происходит некоторое испытание (эксперимент, исследова-

ние) со случайным результатом.  

Под испытанием понимается определенная совокупность усло-

вий и действий, которая может быть воспроизведена сколь угодно 
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большое число раз. Результат реализации этих условий или действий 

является событием. События разделяются на достоверные, невоз-

можные и случайные.  

Событие называется случайным, если оно может произойти или 

не произойти в результате испытания.  

Событие называется достоверным , если оно обязательно 

произойдет в результате испытания, и невозможным (Ø), если оно не 

может произойти в результате данного испытания.  

Случайные события обозначаются большими буквами латинского 

алфавита  A, B, C  и др. 

События называются совместными, если они могут появиться 

вместе в одном и том же испытании.  

События A и B называются несовместными, если они не могут 

произойти вместе в одном и том же испытании. 

Два события называются независимыми, если появление одного 

из них не зависит от появления другого. Два события называются зави-

симыми, если появление одного из них зависит от появления другого.  

События называются равновозможными, если по условиям испы-

тания ни одно из этих событий не является объективно более возмож-

ным, чем другое.  

События называются единственно возможными, если кроме них 

не могут произойти никакие другие события. 

Противоположным относительно A событием (или дополнени-

ем) называется событие A , которое состоит в том, что A не происхо-

дит. Два несовместных единственно возможных события являются про-

тивоположными. 

 Если события независимы, то независимы также и соответствую-

щие им противоположные события. 

События 1A , 2A , ... , nA  образуют  полную группу несовмест-

ных событий, если в некотором испытании обязательно происходит 

одно из них и никакое другое событие произойти не может. Полную 

группу событий составляет совокупность всех единственно возможных 

событий в данном испытании. Элементарными событиями некоторо-

го испытания называются всевозможные результаты этого испытания.  

Множество всех элементарных событий некоторого эксперимента 

(испытания) называется пространством элементарных событий.  
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Элементы пространства элементарных событий будем обозначать 

. Само пространство элементарных событий представляет собой со-

бытие, состоящее из всех возможных исходов, то есть происходящее 

всегда, и носит название достоверного события. 

В реальном испытании элементарным событиям соответствуют 

взаимоисключающие события.  

Например, при бросании игральной кости естественно выбрать 

654321 ,,,,, , где i  означает результат испытания, который 

заключается в выпадении i  очков.  

Кроме взаимоисключающих событий, есть возможность указать и 

другие случайные события. В приведенном выше примере можно гово-

рить о других случайных событиях, которые заключаются, например, в 

том, что при бросании игральной кости получим парное количество оч-

ков. Это случится в том случае, когда происходит одно из событий 2, 

4  или 6 . 

Алгеброй событий  будем называть непустую систему некото-

рых подмножеств, удовлетворяющую следующим аксиомам: 

если подмножество A принадлежит  (является событием), то 

дополнение A также принадлежит  (является событием); 

если подмножества A и B принадлежат  (являются событиями), 

то и объединение BA  также принадлежит  (является событием). 

Алгебру событий можно определить как систему пространства 

элементарных событий, замкнутую относительно конечного числа тео-

ретико-множественных операций. 

Аналогично операциям над множествами можно определить поня-

тие операций с элементарными событиями. 

Объединением (суммой) двух событий A и B называется событие 

BA  (или BA ), которое заключается в появлении или события A, или 

события  B, или обоих вместе (рис. 24.1а).  

В реальном испытании событие, которое соответствует BA , за-

ключается в том, что произошло хотя бы одно из событий A или B. 

Пересечением (произведением) двух событий A и B называется 

событие BA  (или BA ), которое заключается в одновременном появ-

лении обоих событий (рис. 24.1б).  

Событие BA  происходит тогда, когда происходит и A, и B.  
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а) BA  

 

 

 

 

 

б) BA  

 

Рис. 24.1. Операции над событиями 

 

Обозначим достоверное событие , невозможное – Ø.  

Для противоположного относительно A события A , которое за-

ключается в невыполнении события A, справедливо следующее:  
 

AA Ø;  AA . 
 

Имеет место утверждение:  

сумма противоположных событий – это событие, которое про-

тивоположно произведению событий, то есть BABA ;  

верно и обратное:  

событие, противоположное произведению событий, равно сумме 

противоположных событий, то есть BABA . 

Для несовместных событий A и B выполняется:  BA Ø. 

 

24.3.  Вероятности на дискретном пространстве элементарных  

событий 

 

Пусть пространство элементарных событий конечно. И пусть каж-

дому событию A, принадлежащему алгебре событий , соответствует 

число )(AP . 

Числовая функция AP  называется вероятностью, если она 

удовлетворяет следующим аксиомам: 

1) 0AP  (аксиома неотрицательности); 

2) 1P , где  – достоверное событие (аксиома нормирован-

ности); 

3) BPAPBAP  (аксиома аддитивности), если события 

A и B принадлежат , то событие BA  также принадлежит . 

A B A B 
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Таким образом, вероятностью события называется численная 

мера степени объективной возможности этого события. 

Из аксиом вероятности выводится ряд свойств вероятности: 

1) вероятность невозможного события равна нулю: 0P ; 

2) вероятность   события   принадлежит   интервалу  1,0 ,  то  есть 

10 AP . 

Доказательство.  

Любое событие A можно представить в виде произведения этого 

события и достоверного события, то есть AA .  

Поскольку A , то 1PAPAP , то есть 

1AP . Из аксиомы неотрицательности вероятности события вытека-

ет, что 0AP .  

Таким образом, 10 AP .  
 

Событие называется маловероятным, если в данной системе ис-

пытаний вероятность его появления пренебрежительно мала. Уровень 

вероятности, которым можно пренебречь, называется уровнем значи-

мости ( ). Как правило, на практике выбирают уровень значимости, ко-

торый равен 01,01  или 05,02 . Но возможны и другие уровни зна-

чимости. 

Известно, что события 1A , 2A , ... , nA  образуют  полную группу не-

совместных событий, если в некотором испытании обязательно проис-

ходит одно из них и никакое другое событие произойти не может. То 

есть сумма событий, которые образуют полную группу, является досто-

верным событием, поэтому сумма их вероятностей равна единице: 

 

1...21 nAPAPAP .    (24.1) 

 

Два противоположных события A и A  образуют полную группу со-

бытий, то есть AA  – достоверное событие.  

Поэтому:  

1AAP , APAP 1 . 

 

Если обозначить pAP  и qAP , то  qp 1 . 
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24.4. Теоремы  сложения вероятностей для несовместных 

 и совместных  событий 

 

Теорема 1. Вероятность появления суммы двух несовместных со-

бытий равна сумме вероятностей этих событий:   
 

BPAPBAP .    (24.2) 
 

 Следствие. Вероятность появления суммы нескольких попарно 

несовместных событий равна сумме их вероятностей: 
 

....... 2121 nn APAPAPAAAP  

 

Теорема 2. Вероятность появления суммы двух совместных собы-

тий равна сумме вероятностей этих событий минус вероятность их со-

вместного появления: 
 

BAPBPAPBAP .   (24.3) 
 

Пример 24.1. Пусть вероятность того, что стрелок при попадании в 

мишень выбьет 10 очков, равна 0,4; 9 очков – 0,2; 8 очков – 0,2; 7 очков – 

0,1; 6 очков и меньше – 0,1. Найти вероятность того, что стрелок при од-

ном выстреле выбьет не менее 9 очков. 

Решение.  

Искомое событие (обозначим его C ) состоится, если стрелок вы-

бьет или 9 (событие A), или 10 очков (событие B). События A и B не-

совместные. Поэтому 6,04,02,0BPAPCP . 
 

Пример 24.2. Вероятность сдачи экзамена первым студентом рав-

на 0,7, вторым – 0,6. Какова вероятность того, что кто-нибудь из них 

сдаст экзамен? 

Решение.  

Пусть событие A – экзамен сдаст первый студент, событие B – эк-

замен сдаст второй студент. События A и B совместные. Поэтому 

88,06,07,06,07,0)(ABPBPAPBAP . 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Что является предметом теории вероятностей? 

2. Что называется алгеброй событий? Привести аксиомы вероят-

ности. 
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3. Что называют событиями и как их классифицируют?  

4. Сформулировать теоремы сложения вероятностей. Привести 

примеры их реализации. 
 

Упражнения 
 

24.1.  Стрелок стреляет по мишени, разделенной на 4 концентри-

ческие зоны. Вероятности попадания в эти области соответственно рав-

ны 0,4, 0,3, 0,2 и 0,1. Найти вероятность попадания либо в первую, либо 

во вторую зоны. 

24.2. В ящике 10 белых, 15 красных, 20 синих и 25 черных шаров. 

Вынимается один шар. Какова вероятность того, что выбранный шар 

имеет цвет: а) белый или синий; б) синий или красный? 

24.3. Вероятность сдачи экзамена студентом на «5» равна 0,3; на 

«4» – 0,45; на «3» – 0,1; на «2» – 0,05. Какова вероятность того, что сту-

дент получит положительную оценку? 

24.4. На складе готовой продукции находятся изделия, среди кото-

рых 5 % нестандартных. Найти вероятность того, что при выдаче изде-

лия со склада оно будет стандартным. 

24.5. Для поломки двигателя достаточно выхода с работы одного 

из двух его основных элементов. Найти вероятность того, что при запус-

ке двигатель будет поломан, если вероятность выхода с работы первого 

элемента двигателя равна 0,4, а второго – 0,7. 
 

 

25. Классическое определение вероятности  

и элементы комбинаторного анализа. Статистическое 

 и геометрическое определения вероятности 

 

25.1. Классическое определение вероятности 

 

В классической схеме вероятность события A определяется 

как отношение числа исходов m, которые благоприятствуют ему, к об-

щему числу n  равновозможных, единственно возможных и несовмест-

ных исходов испытания, то есть: 

     
n

m
AP .              (25.1) 
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Пример 25.1. В отдел технического контроля поступили 15 изделий 

первого сорта и 5 изделий – второго. Какова вероятность выбрать изде-

лие первого сорта? 

Решение.  

По условию задачи 20515n , 15m . Вероятность события A 

(выбора изделия первого сорта) равна: 750
20

15
,AP . 

 

Пример 25.2. Найти вероятность того, что наугад взятое двухзнач-

ное число окажется кратным или 2, или 5, или тому и другому одновре-

менно. 

Решение.  

Пусть A – событие, которое заключается в том, что наугад взятое 

двузначное число кратно 2, а B – событие, состоящее в том, что  взято 

число кратное 5.  Нужно  найти BAP .  События  A и B совместные. 

Двухзначные числа – это 10, 11, ... , 98, 99. Всего их 90. Из них  45  крат-

ны  2  (способствуют  появлению  A), 18  кратны  5 (способствуют появ-

лению B) и, наконец, 9 чисел кратны и 2, и 5 одновременно (способст-

вуют появлению BA ).  

Поэтому по теореме сложения для совместных событий (24.3) 

имеем: 

50
90

45
,AP ;   20

90

18
,BP ;   10

90

9
,BAP . 

 

Следовательно .,,,,BAP 60102050  

 

25.2. Основные понятия комбинаторного анализа 

 

Комбинаторика изучает количество комбинаций, которые подчине-

ны определенным условиям и которые можно составить из элементов. 

Рассмотрим основные формулы комбинаторики, которые используются 

в теории вероятностей. 

Перестановки – это комбинации, которые состоят из одних и тех 

же n  разных элементов и отличаются только порядком их размещения: 

 

!nPn ,      (25.2) 

где ,...321! nn  1!0 . 
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 Пример 25.3. Заданы цифры 1, 2, 3, 4, 5. Сколько пятизначных чи-

сел можно составить из этих цифр, если каждое из них входит в число 

только один раз? 

Решение.  

Число пятизначных чисел равно: 12054321!55P . 

 

Размещениями называют комбинации, которые составлены из n  

разных элементов по m элементов, которые отличаются или составом 

элементов, или их порядком: 

     121 mn...nnnAm
n .        (25.3) 

 

Пример 25.4. Сколько можно составить сигналов из 6 флажков 

разного цвета, если взять их по 2? 

Решение.  

Число сигналов равно: 30562
6A . 

 

Сочетания – это комбинации, которые составлены из n  разных 

элементов по m элементов, которые отличаются хотя бы одним эле-

ментом: 

   
!

1...1

!!

!

m

mnnn

mnm

n
Cm

n .        (25.4) 

 

Пример 25.5. Сколькими способами можно выбрать 3 детали из 

ящика, в котором 15 деталей? 

Решение.  

По условию задачи 3,15 mn .  

Число способов равно:    455
12...321321

15...321

!12!3

!153
15C   

или    

455
321

1314153
15C . 

 

Подчеркнем, что числа перемещений, размещений и соединений 

связаны равенством: 

m
nn

m
n CPA . 
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При решении задач в комбинаторике используют такие правила: 

1) правило сумм: если объект A может быть выбран из совокуп-

ности объектов m способами, а второй объект B – n  способами, то вы-

брать или A, или B можно nm  способами; 

2) правило произведения: если объект A можно выбрать из со-

вокупности объектов m способами  и  после  каждого такого выбора 

объект B можно выбрать n  способами, то пара объектов ( A, B) в таком  

порядке может быть выбрана nm  способами. 

 

25.3. Геометрическое и статистическое определения вероятности 

 

Статистическое определение вероятности 

 Относительной частотой Aw  события A называют отноше-

ние числа m его появлений в n  испытаниях к числу всех испытаний, то 

есть: 

n

m
Aw . 

 

Если n  достаточно большое, то относительная частота Aw  ко-

леблется вокруг некоторой постоянной величины AP , которую  назы-

вают вероятностью события A. 
 

Пример 25.6. В магазин поступили 100 телевизоров, среди них 5 с 

неявным дефектом. Какова вероятность приобрести телевизор с неяв-

ным дефектом? 

Решение. 05,0
100

5
AwAP ,  где A – событие, которое за-

ключается в том, что телевизор имеет неявный дефект. 
 

Классическое и статистическое определения вероятности имеют 

принципиальную разницу. Вероятность, согласно классическому опре-

делению, вычисляют до испытания (эксперимента), а относительную 

частоту, согласно статистическому определению, – после испытания. 
 

Геометрическое определение вероятности. 

Пусть отрезок l  составляет часть отрезка L. На отрезке L случай-

ным образом отмечена точка (то есть точка может быть в любом месте 
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отрезка L). Тогда вероятность того, что точка попадет на отрезок l , про-

порциональна длине этого отрезка и не зависит от его размещения на L. 

В данных предположениях вероятность того, что точка попадет на l , оп-

ределяется  равенством:  

LДлина

lДлина
P . 

 

Рассмотренный вопрос может быть обобщен и для плоских (про-

странственных) фигур. Если обозначить через g  часть плоской (про-

странственной) фигуры G , то вероятность попадания точки в g  пропор-

циональна ее площади (объему) и не зависит ни от ее размещения в G , 

ни от формы g , то есть:  

G

g

S

S
P  (

G

g

V

V
P ). 

 

Таким образом, вероятность события A равна отношению меры 

множества, элементарные события которого способствуют событию A, к 

мере множества всех элементарных событий испытания. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Привести классическое определение вероятности. 

2. В чем заключается основное правило комбинаторики? 

3. Что такое перестановки, размещения, сочетания? 

4. Привести статистическое определение вероятности. 

5. Описать геометрическое определение вероятности. 
 

Упражнения 

 

25.1. Игральная кость бросается два раза. Чему равна вероятность 

того, что сумма очков: будет делится на 3; будет больше 7? 

25.2. В ящике находится 10 стандартных и 5 нестандартных дета-

лей. Какова вероятность того, что среди наугад взятых 6 деталей будет 

4 стандартных и 2 нестандартных? 

25.3. В коробке лежит 10 шаров: 6 белых и 4 черных. Найти веро-

ятность того, что из пяти взятых наугад шаров будет 4 белых. 
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25.4. Среди 17 студентов, из которых 8 девушек, распределяются 

7 билетов в театр. Какова вероятность того, что билеты получат 

4 девушки? 

25.5. На пяти карточках написаны буквы «л», «д», «о», «а», «к». 

После тщательного перемешивания берут по одной карточке и кладут 

последовательно рядом. Какова вероятность того, что в результате по-

лучится слово «лодка»? 

25.6. Монета брошена 2 раза. Найти вероятность того, что хотя бы 

один раз появится «герб». 

 25.7. Какова вероятность того, что при заполнении карточки спор-

тивной лотереи «6» из «36» будет угадано 4 номера? 
 

 

26.  Условная вероятность, понятие независимости  

событий. Формула полной вероятности. Формула Байеса 

 

26.1. Условная вероятность, теоремы умножения вероятностей 

 

События называются зависимыми, если появление одного из них 

зависит от появления другого. Вероятность события A, которая вычисля-

ется при условии, что событие B уже произошло, называется условной 

вероятностью события A и обозначается APB . Условная вероятность 

обладает всеми свойствами безусловной вероятности. 
 

Пример 26.1. В ящике лежит 11 деталей, 3 из них нестандартные. 

Из ящика дважды берут по одной детали, не возвращая их обратно. 

Найти вероятность того, что во второй раз из ящика будет извлечена 

стандартная деталь – событие A, если в первый раз была извлечена 

нестандартная деталь – событие B. 

Решение. 

После первого извлечения в ящике из 10 деталей осталось 8 стан-

дартных, и, следовательно, искомая вероятность .,APB 80  

 

Теоремы умножения вероятностей 
 

Теорема 1. Вероятность совместного появления двух зависимых 

событий равна произведению вероятности одного из этих событий на 
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условную вероятность второго при условии, что первое уже произошло: 
 

  APBPBPAPBAP BA .         (26.1) 

 

Теорема 2. Вероятность совместного появления двух независимых 

событий равна произведению вероятностей этих событий: 
 

BPAPBAP .    (26.2) 

 

Пример 26.2. Среди 50 электрических лампочек 3 – нестандарт-

ные. Найти вероятность того, что 2 взятые одновременно электролам-

почки окажутся нестандартными. 

Решение.  

Вероятность события A (первая лампочка окажется нестандарт-

ной) равна 3/50. Вероятность того, что вторая лампочка будет нестан-

дартной (событие B) при условии, что первая лампочка оказалась не-

стандартной, равна 2/49, потому что общее число лампочек и число не-

стандартных среди них уменьшились на единицу.  

По теореме умножения вероятностей для двух зависимых событий 

(26.1) имеем: 

0024,0
49

2

50

3
BPAPBAP A . 

 

26.2. Независимость событий 

 

Можно уточнить понятие независимости событий. События A и B 

независимы, если условная вероятность события B при условии A 

совпадет с безусловной вероятностью события B, то есть 

)B(PBPA . Несколько событий называются независимыми в сово-

купности, если вероятность каждого из них не изменяется в связи с на-

ступлением или ненаступлением любого другого события или их комби-

нации. 
 

Теорема. Вероятность появления хотя бы одного из независимых 

в совокупности событий 1A , 2A , ... , nA  определяется формулой 

 

,...1 21 nqqqAP      (26.3) 
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где ii pq 1  – вероятности соответствующих противоположных собы-

тий iA ( ni ,1 ). 

 

Доказательство. 

Пусть в результате испытания могут произойти независимые в со-

вокупности события 1A , 2A , ... , nA . Рассмотрим событие A, которое со-

стоит в том, что произойдет хотя бы одно из этих событий. Тогда A  – 

это событие, которое состоит в том, что не появится ни одно из этих со-

бытий, то есть  
 

nAAAA ...21 . 

 

События A и A  образуют полную группу событий. Поэтому 

APAP 1 . Следовательно, вероятность того, что произойдет хотя 

бы одно из этих событий, равна разности между единицей и произведе-

нием вероятностей противоположных событий: 
 

nn qqqAPAPAPAP ...1...1 2121 .      

 

Следствие. Если все события nA,...,A,A 21  имеют одинаковую ве-

роятность pAPAPAP n...21 , то qAPAPAP n...21 .  

Отсюда имеем:  

nqAP 1 . 

 

Пример 26.3. Три студента сдают экзамен. Вероятность того, что 

первый студент сдаст экзамен, равна 0,6; для второго – 0,7; для  третье-

го – 0,75.  

Найти вероятность того, что хотя бы один студент сдаст экзамен. 

Решение.  

Пусть 1A , 2A , 3A  – события, которые состоят в том, что  экзамен 

будет сдан соответственно первым, вторым, третьим студентами, а со-

бытие A – в том, что экзамен сдаст хотя бы один студент.  

По условию задачи известно, что 6,01p ; 7,02p  и 75,03p . 

Тогда 4,01q , 3,02q , 25,03q .  
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Следовательно, вероятность того, что экзамен сдаст хотя бы один 

студент, равна: 
 

97,025,03,04,011 321 qqqAP . 

 

Определим необходимое количество испытаний.   

Пусть произведено n  испытаний. Вероятность желаемого резуль-

тата (успеха) для каждого из них равна p .  

Нужно определить количество испытаний, которое необходимо для 

получения желаемого результата, с надежностью не менее чем  P. 

Обозначим события следующим образом:  

пусть A – это событие, которое заключается в том, что желаемый 

результат достигнут, то есть успешным было хотя бы одно испытание;  

тогда A  – событие, которое заключается в том, что все испытания 

проведены без достижения желаемого результата. 

По условию AP P, то есть 
nqAPAP 11 P, где 

pq 1 .  

Тогда  

11 np P. 

 

Прологарифмируем полученное неравенство:  

 

P1lnp1lnn . 

 Так как   01ln p , то 
 

p
n

1ln

1ln P
.                 (26.4) 

 

Например, при  P 98,0   и  004,0p   976n . 

 

26.3. Формула полной вероятности 

 

Пусть некоторое событие A может произойти с одним из событий 

(их называют гипотезами) nB,...,B,B 21 , образующих полную группу 

несовместных событий.  

Необходимо найти вероятность события A. 
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По условию событие A можно записать в виде 
 

nBABABAA ...21 . 

 

 События nBA,...,BA,BA 21  несовместные. Поэтому: 

 

nBAPBAPBAPAP ...21 . 

 

 По теореме произведения вероятностей для зависимых событий 

(26.1) имеем: 
 

APBPAPBPAPBPAP
nBnBB ...

21 21 , 

или 

n

i
Bi APBPAP

i
1

.    (26.5) 

 

Формула (26.5) называется формулой полной вероятности. 

 

Пример 26.4. С первого станка на сборку поступает 20 %, со второ-

го – 30 %, с третьего – 50 % деталей. Первый станок дает в среднем 

0,2 % брака, второй – 0,3 %, третий – 0,1 %. Найти вероятность того, что 

на сборку поступила бракованная деталь. 

Решение.  

Пусть A – событие, которое состоит в том, что на сборку поступила 

бракованная деталь, 321 ,, BBB  – события, которые заключаются в том, 

что наугад выбранная деталь изготовлена соответственно на первом, 

втором и третьем станках. 

Тогда 2,01BP ; 3,02BP ; 5,03BP .  

002,0
1

APB , 003,0
2

APB , 001,0
3

APB  – вероятности того, 

что наугад взятая деталь бракованная, при условии, что она изготовлена 

соответственно на первом, втором и третьем станках. 

По формуле полной вероятности (26.5) вероятность события A 

равна: 

APBPAPBPAPBPAP BBB 321 321  

 

= 0,2  0,002 + 0,3  0,003 + 0,5  0,001 = 0,0018. 
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26.4. Формула Байеса 

 

Пусть события nB,...,B,B 21  (гипотезы) образуют полную группу 

несовместных событий. Событие A может произойти с одной из этих ги-

потез. В результате испытания событие A произошло. Требуется опре-

делить вероятность того, что оно произошло с гипотезой niBi ,1 . 

Если событие A произошло, то по условию произошло и некоторое 

событие iBA . Вычислим вероятность события iBA  по теореме произ-

ведения вероятностей для зависимых событий: 
 

APBPBPAPAP
iBiiA . 

 

Откуда имеем формулу Байеса: 
 

AP

APBP
BP iBi

iA ,    (26.6) 

где AP  – это полная вероятность события A (26.5). 

 

 Таким образом, формула Байеса позволяет оценить относитель-

ный вклад каждого элемента формулы полной вероятности. При этом 

недостатком формулы Байеса и формулы полной вероятности является 

то, что надо знать априорные (до испытания) вероятности гипотез, кото-

рые не всегда известны. Вероятности iA BP  – это апостериорные (по-

сле испытания) вероятности гипотез. 

 

Пример 26.5. В условиях примера 26.4 найти вероятность того, что 

обнаруженная бракованная деталь изготовлена на первом станке. 

Решение.  

Вычислим условную вероятность по формуле Байеса (26.6) для пер-

вого станка: 

APBPAPBPAPBP

APBP
BP

BBB

B

A

321

1

321

1

1  

 

222,0
001.05,0003,03,0002,02,0

002,02,0
. 
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Вопросы для самодиагностики 

 

1. Что называется условной вероятностью? 

2. Сформулировать теоремы умножения вероятностей. 

3. Что называется априорной и апостериорной вероятностями слу-

чайных событий? 

4. Привести формулу полной вероятности. 

5. Привести формулу Байеса. 

 

Упражнения 

 

26.1. Найти вероятность поражения цели при совместной стрельбе 

тремя орудиями, если вероятности поражения цели орудиями соответ-

ственно равны 0,9, 0,8 и 0,7 (события А, B и С). 

26.2. На перевозку груза направлены 4 автомобиля. Вероятность 

того, что каждая машина в исправном состоянии, равна 0,8. Найти веро-

ятность того, что в иcправном состоянии, то есть перевозит груз, хотя бы 

один из выделенных для этого автомобилей. 

26.3. Вероятность обслуживания клиента одним служащим банка 

равна 0,6. Какое минимальное число служащих должно работать в бан-

ке, чтобы вероятность обслуживания клиента была не менее 0,95? 

26.4. В двух урнах находятся  белые и красные  шары:  в первой – 

4 белых и 5 красных, во второй – 7 белых и 3 красных. Из второй урны 

наудачу взяли шар и переложили его в первую урну. Найти вероятность 

того, что наудачу взятый после этого из первой урны шар будет белым. 

26.5. В двух ящиках находятся детали: в первом – 10 штук и из них 

3 нестандартных, а во втором – 20 штук и из них 8 нестандартных. Из 

каждого ящика наудачу вынуто по одной детали, а потом из этих двух 

деталей наудачу взята одна. Найти вероятность того, что эта деталь 

окажется стандартной. 

26.6. Вероятность изготовления изделия с браком равна 0,08. 

После изготовления все изделия подвергаются проверке, в результате 

которой изделия без брака признаются годными с вероятностью 0,95, а 

изделия с браком – с вероятностью 0,06. Найти долю изделий, 

выпущенных после проверки, а также вероятность того, что выпущенное 

после проверки изделие окажется без брака. 
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26.7. В среднем из каждых 100 клиентов отделения банка 60 

обслуживаются первым служащим и 40 – вторым. Вероятность того, что 

клиент будет обслужен без помощи заведующего отделением, только 

самим служащим, составляет 0,9 и 0,75 соответственно для первого и 

второго служащих банка. Найти вероятность полного обслуживания 

клиента первым служащим. 

26.8. Вероятность попадания в мишень каждым из двух стрелков 

равна 0,3. Стрелки стреляют по очереди, причем каждый может сделать 

два  выстрела. Попавший в мишень первым получает приз. Найти 

вероятность того, что стрелки получат приз. 

 

 

27. Модель повторных испытаний схемы 

Бернулли. Теоремы Муавра – Лапласа и Пуассона 

 

27.1. Повторные независимые испытания. Схема Бернулли 

 

Испытания называются однородными независимыми, если они 

происходят независимо друг от друга, в одинаковых условиях и так, что 

вероятность появления события во всех испытаниях одинакова. 

Пусть происходят n  однородных независимых испытаний, в каж-

дом из которых может произойти или не произойти определенное собы-

тие A (такую серию повторных независимых испытаний называют схе-

мой Бернулли). Вероятность появления события A в каждом испыта-

нии равна p  pq 1 .  

Тогда вероятность того, что в результате n  независимых испытаний 

событие A произойдет ровно m раз, вычисляется по формуле Бернулли: 

 

        
mnmmnmm

nn qp
mnm

n
qpCmP

!!

!
.         (27.1) 

Доказательство.  

Пусть A – событие, которое происходит в одном испытании, B – 

событие, состоящее в том, что событие A произойдет m раз в n  испы-

таниях. Тогда: 


mmnmnmmnm

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAB .....................

11
. 
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Каждое слагаемое отражает факт того, что событие A происходит 

m раз и не происходит mn  раз, поэтому вероятность его 
mnmqp . 

Число слагаемых равно 
m
nC  – числу сочетаний из n  элементов по m. 

Таким образом: 
 

mnmm
nn qpCmPBP . 

 

Пример 27.1. Стрелок производит 5 выстрелов в тире; вероятность 

попадания в цель при каждом выстреле равна 0,9. Найти вероятность 

того, что из пяти выстрелов было не менее двух успешных. 

Решение.  

Событие A – из пяти выстрелов было не менее двух успешных – 

является объединением четырех событий: «2 попадания», «3 попада-

ния», «4 попадания», «5 попаданий». Но проще найти вероятность проти-

воположного события A  – из пяти выстрелов одно попадание или ни од-

ного: 
 

00046,01,09,01,09,010 411
5

500
555 CCPPAP . 

 

 Следовательно, 99954,000046,01AP . 

 

Число 0m  появления события A в n  независимых испытаниях назы-

вается наивероятнейшим, если вероятность появления события 0m  раз 

наибольшая. Наивероятнейшее число 0m  появления события A в n  ис-

пытаниях, в каждом из которых оно может произойти с вероятностью p  

(и не произойти с вероятностью pq 1 ), определяется неравенством: 

 

pnpmqnp 0 ,    (27.2) 

где 0m  – целое число. 

 

Доказательство.  

Из условия 0mm  – наибольшее, тогда: 

 
 

1mPmP nn    и   1mPmP nn . 
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Из первого условия 1mPmP nn  следует, что  1
1mP

mP

n

n . 

По формуле Бернулли имеем: 
 

1
111 mnmm

n

mnmm
n

qpC

qpC
,    1

2...1!

!112...1

qmnnnm

pmmnmnnn
, 

 

mqpmn 1 , mqpmpnp , qpmpnp . 

 

Поскольку 1qp , то mpnp . 

Из второго условия 1mPmP nn  с помощью аналогичных пре-

образований имеем: 

 qmpmn 1 , qpmqnp , откуда qnpm . 
 

То есть доказано, что pnpmqnp 0 . 

 

Если при вычислении значения pnp  получим целое число, то 

имеем два значения наивероятнейшего числа 0m , если pnp  является 

дробным, то наивероятнейшее число одно. 
 

Пример 27.2. Доля изделий высшего сорта на данном предприятии 

составляет 31 %. Найти наивероятнейшее число изделий высшего сорта 

в случайно отобранной партии из 75 изделий. 

Решение.  

Неравенство (27.2) при 75n , 31,0p  и 69,031,01q  имеет 

вид: 31,031,07569,031,075 0m , то есть 56,2356,22 0m , 

откуда следует, что 230m , потому что это единственное целое число, 

которое находится между числами 22,56 и 23,56. 
 

Пример 27.3. Контролер проверяет 24 изделия. Вероятность того, 

что изделие стандартное, равна 0,6. Найти наивероятнейшее число 

стандартных изделий. 

Решение.  

По условию задачи 24n , 6,0p  и 4,06,01q . 

Тогда получаем:   6,06,0244,06,024 0m , 1514 0m ,  

откуда следует, что 140m  и 150m . 
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27.2. Локальная теорема Муавра – Лапласа 

 

Если вероятность p  появления события A в каждом из n  незави-

симых испытаний постоянна, а число испытаний достаточно большое 

( 20npq ), то вероятность того, что в этих испытаниях событие A про-

изойдет m раз, вычисляется по формуле Муавра – Лапласа: 
 

npq

x
mPn ,      (27.3) 

где     
npq

npm
x ;                          (27.4) 

  x  – дифференциальная функция Лапласа; 

  2

2

2

1
x

ex . 

 

Таблицу значений функции x  можно найти в приложении А. Ис-

следование функции x  приведено ниже.  

Отметим лишь, что в таблице приведены значения x  для поло-

жительных значений x , потому что x   четная функция, то есть 

xx .  

Для значений 4x  следует считать, что 0x . 

 

Пример 27.4. Вероятность рождения мальчика равна 0,515. Найти 

вероятность того, что из 200 рожденных детей количество мальчиков и 

девочек будет одинаковым. 

Решение.  

В данном случае 200n ; 100m ; 515,0p ; 485,01 pq ; 

068,7955,49485,0515,0200npq .  

 

Значение x , которое соответствует 100m  согласно формуле 

(27.4), равно:  

   424,0
068,7

515,0200100
x . 
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Так как 3647042404240 ,,, , то по формуле (27.3) получим: 
 

052,0
068,7

3647,0

955,49

424,0
100200P . 

 

27.3. Формула Пуассона 

 

Если в каждом испытании вероятность p  появления события A 

постоянна и достаточно мала, а число испытаний n  достаточно боль-

шое, то вероятность того, что событие A произойдет m раз, приблизи-

тельно равна: 

e
m

mP
m

n
!

,          (27.5) 

где np, 10np . 

 

Доказательство.  

По условию np , то есть ,
n

p  .
n

q 1  

 По формуле Бернулли 
mnmm

nn qpCmP  имеем: 
 

mnm

n
nn!m

mn...nn
mP 1

11
 

 

mnm

m nn!mn

mn...nn
11

11
. 

 

Если n , то ,
n

mn...nn
lim

mn
1

11
  ,e

n
lim

n

n
1   

11
m

n n
lim . 

То есть  e
m

mP
m

n
!

. 

Для упрощения расчетов по формуле (27.5) можно использовать 

таблицу значений функции Пуассона, которая приведена в приложе-

нии Б. 
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27.4. Интегральная теорема Муавра – Лапласа 

 

Если вероятность p  появления события в каждом испытании по-

стоянна, а число испытаний n  достаточно велико, то вероятность того, 

что событие A произойдет не менее 1m  и не более 2m  раз ( 21 mm ), 

приближенно равна: 
 

1221 xxmmmPn ,   (27.6) 

где   

npq

npm
x 1
1 ,   

npq

npm
x 2
2 .    (27.7) 

 

В формуле (27.6) функция x  – это интегральная функция Лап-

ласа, которая определяется равенством: 
 

x tx

dtedttx
0

2

0

2

2

1
)( . 

 

Значение функции x  приведено в приложении В, где можно 

найти значение этой функции лишь для 40 x . Для 0x  используют 

ту же таблицу, так как функция x  является нечетной, то есть 

xx . Для 4x  можно принять 5,0x . 

 

Пример 27.5. Вероятность того, что деталь изготовлена с наруше-

нием стандартов, 2,0p . Найти вероятность того, что среди 400 слу-

чайно отобранных деталей нестандартных окажется от 70 до 100. 

Решение.  

По формулам (27.7) при 701m , 1002m , 400n , 2,0p , 

8,0q  вычисляем 1x  и 2x : 

 

 251
8020400

2040070
1 ,

,,

,
x ,   5,2

8,02,0400

2,0400100
2x . 

 

По формуле (27.6) вычислим вероятность искомого события: 
 

25,15,225,15,210070400 mP . 



 29 

По таблице значений функции x  находим ,4938,05,2  

3944,025,1 .  

Тогда  8882,03944,04938,010070400 mP . 

 

27.5. Исследование дифференциальной функции Лапласа 

 

Проведем исследование дифференциальной функции x : 

2

2

2

1
x

ex .     (27.8) 

 

1. Область определения: , . 

2. Четность: xx  – функция четная, то есть график функ-

ции симметричен относительно оси OY . 

3. Исследование на экстремум:  

xex

x

2

2

2

1
,  0x , если 0x ; 

1
2

1 22

2

xex

x

, 0
2

1
0 , то есть 0x  является 

точкой максимума. Если 0maxx , то 
2

1
max .   

4. Определение точек перегиба: 0x , если 012x    1x .  

Тогда: 

x    

+ 

  

– 

  

+ 
 

, 

x     x  

 

то есть 1x  являются точками перегиба. 

Если 1x , то 24,01 , если 1x , то 24,01 . 

5. Асимптоты: вертикальных асимптот нет. Найдем наклонные 

асимптоты: ,bkxy  

0
2

1
limlim

2

2

x

e

x

x
k

x

xx
,   0

2

1
limlim 2

2x

xx
ekxxb . 

1 1 
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То есть график функции имеет горизонтальную асимптоту 0y . 

График дифференциальной функции 2

2

2

1
x

ex  изображен на 

рис. 27.1. 

 

x

x 0

x

 

Рис. 27.1. График дифференциальной функции x  

 

В дальнейшем функцию x  будем использовать при изучении 

нормального закона распределения непрерывной случайной величины. 

 

27.6. Исследование интегральной функции Лапласа 
 

Проведем исследование интегральной функции x : 

dtedttx
x tx

0

2

0

2

2

1
.    (27.9) 

 

1. Область определения: , . 

2. Четность: 

xdue

xu
xt

dudt
ut

dtex
x ux t

0

2

0

2

22

2

1

0
02

1
, 

 

то есть функция x  нечетная, ее график симметричен относительно 

начала координат. 

 

2

1

0,4 
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3. Исследование на экстремум:  

2

2

2

1
x

ex  – производная интеграла по верхнему пределу. 

0x , поэтому точек экстремума нет. 

4. Определение точек перегиба: xex

x

2

2

2

1
, 0x , 

если 0x . 

x    +       –  , то есть 0x  является точкой 

перегиба. x    x  

 

Если 0x , то 00 . 

5. Асимптоты: вертикальных асимптот нет, найдем наклонные 

асимптоты bkxy . 

0
2

1

0

2

2

x

dxe

lim
x

x
limk

x x

xx
, 

2

1

2

1

2

1

0

2

0

2

22



Пуассона
интеграл

dxedxelimxlimb

xx x

xx
. 

То есть, учитывая симметрию, 
2

1
y  – горизонтальные асимпто-

ты. График интегральной функции x  представлен на рис. 27.2. 

 

x 0

0,5

-0,5

Ф(x) 

 
Рис. 27.2. График интегральной функции Лапласа 

0  
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Функция x  применяется также при изучении непрерывных слу-

чайных величин. 

 

27.7. Вероятность отклонения относительной частоты  

от постоянной вероятности в независимых испытаниях 

 

 Известно, что отношение числа испытаний, в которых событие A 

появилось, к общему числу фактически проведенных испытаний 

называют относительной частотой события ,
n

m
Aw  где m – 

число появлений события A, n  – общее число испытаний. 

Различие между вероятностью и относительной частотой состоит в 

том, что первая вычисляется до испытания, а вторая – после него.  

Одной из важных характеристик независимых испытаний с посто-

янной вероятностью появления события A в каждом испытании 

10 p  является отклонение относительной частоты от ве-

роятности p . 

 

Теорема. Пусть в n  независимых испытаниях вероятность собы-

тия A постоянна и равна p  10 p .  

Тогда вероятность того, что абсолютная величина отклонения от-

носительной частоты от своей вероятности меньше чем на , равна 

x2 , где x  определяется формулой 
n

pq
x , x  – интегральная 

функция Лапласа: 

xp
n

m
P 2 .     (27.10) 

Доказательство.  

По интегральной теореме Муавра – Лапласа (27.6) имеем: 
 

1221 xxmmmP , 

где   
npq

npm
x 2
2 ,  

npq

npm
x 1
1 . 

 

Отсюда  npqxnpm 22 ,  npqxnpm 11 .             (27.11) 
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Подставим (27.11) в (27.6) и преобразуем неравенство. Тогда: 
 

npqxnpmnpqxPnpqxnpmnpqxnpP 2121  
 

n

pq
xp

n

m

n

pq
xP 21 . 

 

 Пусть xx2  и xx1 .  

 Тогда: 
 

xxxp
n

m
P

n

pq
xp

n

m

n

pq
xP 2 , 

то есть  

xp
n

m
P 2 , где 

n

pq
x . 

 Теорема доказана. 
 

Пример 27.6. Для определения качества выпускаемой продукции 

отобраны 100 изделий. Вероятность того, что изделие высокого качест-

ва, равна 0,1.  

Найти: 

а) вероятность P того, что относительная частота отклонится от 

вероятности на величину 01,0 ; 

б) точность , с которой вероятность отклонения относительной 

частоты от вероятности составляет 95,0P ; 

в) сколько надо взять изделий, чтобы с точностью 02,0  вероят-

ность отклонения относительной частоты от вероятности была 9,0P . 

Решение: 

а) x
n

m
P 201,01,0 , где 

n

pq
x01,0 , откуда 

 

33,0
3,0

1,0

09,0

1,0

9,01,0

10001,0
x . 

 

По таблице значений интегральной функции 1293,022 x . 

Следовательно 2586,0P ;   
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б) по условию 95,0p
n

m
P .  

Тогда x295,0 , откуда 96,1x  , 
100

9,01,0
96,1 . 

 

Следовательно, искомая точность 06,00588,0
10

3,0
96,1 ; 

 

в) по условию задачи 9,0P , 02,0 .  

Тогда  xp
n

m
P 29,002,0 , откуда 65,1x . 

По формуле 
n

pq
x , тогда:   

2

2 pqx
n . 

Следовательно, 1,612
02,0

9,01,065,1
2

2

n ,  то есть для контроля 

необходимо взять не менее 613 изделий. 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Какие испытания называются однородными независимыми? 

2. Привести формулу Бернулли. 

3. Привести формулу Пуассона. 

4. Сформулировать локальную теорему Муавра – Лапласа. 

5. Сформулировать интегральную теорему Муавра – Лапласа. 

6. Как используется интегральная теорема Муавра – Лапласа для 

вычисления вероятности попадания случайного события в заданный ин-

тервал? 

7. Как вычисляется вероятность отклонения относительной часто-

ты от вероятности случайного события? 

 

Упражнения 

 

27.1. Вероятность покупки бракованного комплекта посуды равна 

0,1. Найти вероятность того, что из 7 купленных комплектов 5 будет без 

брака. 
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27.2. Определить, что вероятнее для соперников равной силы при 

игре в шахматы: выиграть одну партию из двух или две партии из 

четырех. 

27.3. Вероятность выпуска бракованного изделия равна 0,3. Найти 

вероятность того, что среди 100 выпущенных изделий будет 60 изделий 

без брака. 

27.4. Вероятность выпуска бракованных деталей равна 0,3. Найти 

вероятность того, что среди 100 выпущенных деталей будет не менее 75 

стандартных. 

27.5. Вероятность появления события равна 0,7 в каждом из 2 100 

независимых испытаний. Найти вероятность появления события: а) не 

менее 1 470 раз; б) не менее 1 470 и не более 1 500 раз; в) не более 

1 469 раз. 

27.6. В страховой компании 10 тыс. клиентов, застраховавших 

свою недвижимость. Страховой взнос составляет 2 000 грн, вероятность 

несчастного случая р = 0,005, страховая выплата клиенту при несчаст-

ном случае составляет 200 тыс. грн.  

Определить размер прибыли страховой компании с вероятностью 

Р: 1) 0,9; 2) 0,995. 

27.7. Вероятность получения нестандартной детали р = 0,1. Найти 

вероятность того, что среди случайно взятых 200 деталей относитель-

ная частота появления нестандартной детали отклонится от вероят-

ности р по абсолютной величине не более чем на 0,03.  

27.8. Вероятность появления события в каждом из 900 неза-

висимых испытаний равна 0,5. Найти вероятность отклонения относи-

тельной частоты появления события от его вероятности по абсолютной 

величине не более чем на 0,02. 

 

 

28. Случайные величины, их законы  

распределения и числовые характеристики 

 

28.1. Определение случайных величин и их классификация 

 

Случайной величиной называется функция, ставящая в соответ-

ствие каждому элементарному исходу число.  
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При этом множество элементарных исходов принадлежит алгебре 

событий.  

Случайная величина – это переменная величина, значения которой 

зависят от ряда случайных факторов, причем в результате испытаний 

она может принимать случайные, заранее неизвестные значения.  

Тот факт, что случайная величина принимает определенное значе-

ние, называется случайным событием. Случайные величины обозна-

чают большими буквами латинского алфавита X , Y , Z  и др., а их воз-

можные значения – соответствующими маленькими буквами. Например, 

X  – случайная величина, ее возможные значения – 1x , 2x , ... , nx . 

Различают дискретные и непрерывные случайные величины. Слу-

чайная величина называется дискретной, если в результате испытания 

она может принимать конкретные, вполне определенные изолированные 

значения, их может быть конечное или бесконечное число. Например, 

размер обуви является дискретной случайной величиной. Случайная ве-

личина называется непрерывной, если в результате испытаний она мо-

жет принимать любые значения, принадлежащие некоторому интервалу 

].,[ baX  Например, рост людей является непрерывной случайной ве-

личиной. 

Понятие независимости случайных величин отражает отсутствие 

связи между ними, то есть, зная значения, которые принимает случай-

ная величина X , мы никакой новой информации о значениях случайной 

величины Y  не получим. 

 

28.2. Закон распределения дискретной случайной величины 

  

Для того чтобы полностью охарактеризовать случайную величину, 

необходимо знать ее значения и вероятности появления этих значений. 

Если известны возможные значения дискретных случайных величин и 

вероятности их появления, то говорят, что задан закон распределения 

этих случайных величин, или ряд распределения.  

Ряд распределения дискретной случайной величины записывают в 

виде таблицы: 
 

ix  1x  2x  … nx  
, причем 

n

i
ip

1

1. 

ip  1p  2p  … np  
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Графическое изображение дискретной случайной величины 

По оси абсцисс откладывают возможные значения переменной ix , 

а по оси ординат – соответствующие вероятности ip  и соединяют для 

наглядности полученные точки отрезками (рис. 28.1).  

 

В итоге получают поли-

гон распределения, или 

многоугольник распреде-

ления. 

 

 

 

  
 

         

 Рис. 28.1. Полигон распределения 

 

28.3. Числовые характеристики дискретных случайных величин  

и их свойства 

 

28.3.1. Математическое ожидание дискретной случайной вели-

чины и его свойства 

Характеристикой среднего значения случайной  величины X  явля-

ется математическое ожидание. Математическое ожидание дискрет-

ной случайной величины вычисляется как сумма произведений возмож-

ных значений случайной величины на их вероятности ip . 

Пусть задан ряд распределения случайной величины X : 

 

ix  1x  2x  … ix  ... nx  
 

ip  1p  2p  … ip  ... np  

 

Обозначим математическое ожидание случайной величины XM , 

тогда получим: 

n

i
iinn pxpxpxpxXM

1
2211 ... .   (28.1) 

 

x3 x  n-1 xn

x

0 x1

 pn-1

 pn

p  1

p2

p3

p
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Математическое ожидание часто называют центром распределе-

ния, так как оно характеризует среднее значение случайной величины. 
 

Свойства математического ожидания 

1. Математическое ожидание постоянной величины равно самой по-

стоянной:  

CCM , где constC . 

 

Доказательство.  

Пусть распределение вероятностей случайной величины X  зада-

но в виде таблицы: 
 

ix  C  C  … C  
 

ip  1p  2p  … np  

 

Тогда  CpCpCCM
n

i
i

n

i
i

11

, поскольку 
n

i
ip

1

1. 

 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического 

ожидания: 

XMCCXM . 

Доказательство.  

Пусть распределение вероятностей случайной величины CX  за-

дано в таблице: 
 

iCx  1Cx  2Cx  … nCx  
 

ip  1p  2p  … np  

 

Тогда XMCpxCpCxCXM
n

i
ii

n

i
ii

11

. 

 

3. Математическое ожидание суммы случайных величин равно 

сумме их математических ожиданий: 
 

YMXMYXM . 
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Доказательство.  

Пусть X  и Y  независимые случайные величины с законами распре-

деления: 
 

ix  1x  2x  … nx   
jy  1y  2y  … my  

ip  1p  2p  … np  jq  1q  2q  … mq  

 

 Тогда распределение случайной величины YX  будет:  
 

ji yx  11 yx  21 yx  … myx1  12 yx  22 yx  ... 
mn yx  

ijp  11qp  21qp  … mqp1  12qp  22qp  ... 
mnqp  

 

Действительно, обозначим события: ixXA: ; jyYB : . Для 

того чтобы произошло событие ji yxYXC : , необходимо, чтобы 

произошло и событие A, и событие B, то есть ABC .  

Тогда  

jiqpBPAPABPCP . 

 

m

j
jj

n

i
i

n

i

m

j

m

j
j

n

i
iijiji qypqpxqpyxYXM

111 1 11

 

 

 YMXMqypx
m

j
jj

n

i
ii

11

. 

n

i
ip

1

1  и  
m

j
jq

1

1, так как значения ix  и значения jy  образуют 

полную группу событий X  и Y  соответственно. 
 

Следствие 1. Математическое ожидание разности случайных ве-

личин равно разности их математических ожиданий: 
 

YMXMYXM . 

 

Доказательство.  
 

YMXMYMXMYXMYXM . 
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Разность между случайной величиной и ее математическим ожи-

данием называется отклонением. 
 

Следствие 2. Математическое ожидание отклонения случайной ве-

личины от ее математического ожидания равно нулю: 0XMXM . 

Доказательство.    
 

0XMXMXMMXMXMXM . 

 

4. Математическое ожидание произведения независимых случай-

ных величин равно произведению их математических ожиданий: 
 

YMXMXYM . 

Доказательство.  

Пусть X  и Y  независимые случайные величины с законами распре-

деления: 
 

ix  1x  2x  … nx   
jy  1y  2y  … my  

ip  1p  2p  … np  jq  1q  2q  … mq  

 

Найдем закон распределения случайной величины XY : 
 

ji yx  11yx  21yx  … myx1  12yx  22yx  ... 
mnyx  

ijp  11qp  21qp  … mqp1  12qp  22qp  … 
mnqp  

 

Действительно, если события ixXA: ; jyYB : , то событие 

ji yxXYAB : , то есть  

jiqpBPAPABP . 

 

YMXMqypxqpyxXYM
m

j
jj

n

i

m

j

n

i
iijiji

11 1 1

. 

 

Пример 28.1. В лотерее 100 билетов. На 20 билетов нет выигры-

ша, на 25 билетов можно выиграть 1 гривну, на 20 билетов выпадает 

выигрыш по 2 гривны, на 15 – по 3 гривны, на 10 – по 5 гривен и на 10 – 

по 10 гривен. Необходимо найти математическое ожидание выигрыша. 
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Решение.  

Ряд распределения случайной величины X  – размер выигрыша в 

лотерее – имеет вид: 
 

ix  0 1 2 3 5 10 
 

ip  0,2 0,25 0,2 0,15 0,1 0,1 

 

6,21,0101,0515,032,0225,012,00XM . 

 

28.3.2. Дисперсия дискретной случайной величины и ее свойства 

Характеристикой степени рассеяния значений случайной величины 

около ее математического ожидания является дисперсия.  

 Дисперсией XD  дискретной случайной величины есть матема-

тическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от своего 

математического ожидания, то есть: 
 

n

i
ii pXMxXMXMXD

1

22
.  (28.2) 

Преобразуем формулу (28.2) для вычисления дисперсии. 
 

XMXXMXMXMXMXD 222 2  

 

XMXMXMXMMXMXMXM 22222 22    

 

XMXM 22
,   

 

то есть: 

2

1

222 XMpxXMXMXD
n

i
ii .  (28.3) 

 

Дисперсия случайной величины равна математическому ожиданию 

ее квадрата минус квадрат ее математического ожидания. 
 

Свойства дисперсии 

1. Дисперсия постоянной величины равна нулю: 
 

0CD , где constC . 
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Доказательство.  

Пусть CX , тогда: 
 

0022 MCCMCMCMCDXD . 

 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии в 

квадрате: 

XDCXCD 2
. 

Доказательство.  

Действительно, 
 

22 XCMCXMCXMCXMCXD  

 

XDCXMXMCXMXCM 22222
. 

 

3. Дисперсия суммы независимых случайных величин равна сумме 

их дисперсий:  

YDXDYXD . 
 

Доказательство.  

По определению дисперсии и на основании свойств имеем: 
 

22 YMXMYXMYXMYXMYXD  

 

222 YMYXMXMYMYXMXM  

 

222 YMYMXMXMYMYXMX  

 

222 YMYMXMXMYMYMXMXM  

 

YDXD ,    ( 0XMXM    и  0YMYM ). 

 

4. Дисперсия разности двух случайных величин равна сумме их 

дисперсий: 

YDXDYXD . 
 

Доказательство.  
 

YDXDYDXDYXDYXD . 
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28.3.3. Среднее квадратическое отклонение. Коэффициент ва-

риации. Мода, медиана. Начальный и центральный моменты 

Среднее квадратическое отклонение является мерой рассея-

ния значений случайной величины около ее среднего значения. 

Среднее квадратическое отклонение X  x  случайной вели-

чины X  – это квадратный корень из дисперсии, то есть: 
 

XDX .      (28.4) 

 

Коэффициент вариации – это отношение среднего квадратиче-

ского отклонения к математическому ожиданию, выраженное в процен-

тах: 

%
XM

X
X 100 .    (28.5) 

 

Коэффициент вариации дает возможность сравнить степень рас-

сеяния значений разных по природе случайных величин. 

Мода oM  – это значение ix  случайной величины X  с максималь-

ной вероятностью. 

Медиана em  – это значение ix  случайной величины X , которое 

разделяет ряд распределения пополам. 

Начальный момент k -го порядка k  – это математическое ожи-

дание k -й степени случайной величины X : 
 

k
k XM .      (28.6) 

 

Так, начальный момент первого порядка XM1  – это матема-

тическое ожидание случайной величины X , 
2

2 XM  – математиче-

ское ожидание квадрата случайной величины X  и т. д. 
 

Центральный момент k -го порядка k  – это математическое 

ожидание k -й степени отклонения случайной величины X  от своего ма-

тематического ожидания: 
 

    
k

k XMXM .         (28.7) 
 

Так, 01 ;   XD2 . 
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Пример 28.2. Задан ряд распределения дискретной случайной ве-

личины X : 

ix  1 2 3 
 

ip  0,4 0,3 0,3 

 

Найти числовые характеристики случайной величины .X  

Решение. 

1. Математическое ожидание: 
 

9,13,033,024,01332211 pxpxpxXM . 
 

2. Дисперсия: 
 

3
2

32
2

21
2

1 pXMxpXMxpXMxXD  

69,03,09,133,09,124,09,11 222
, 

или 

69,03,093,044,012
3

2
32

2
21

2
1 XMpxpxpxXD . 

 

 

3. Среднее квадратическое отклонение: 
 

84,069,0XDX . 
 

4. Мода:   1oM  40,pmax i . 

5. Медиана:   2em . 
 

6. Коэффициент вариации:  
 

%%
,

,
X 44100

91

840
. 

 

 

7. Начальный момент: 9,11 ;  3,42 . 
 

 

8. Центральный момент: 01 ;  69,02 . 

 

Моменты высшего порядка можно использовать для того, чтобы 

отдифференцировать влияние больших по величине, но маловероятных 

значений случайной величины.  
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Пример 28.3. Задан ряд распределения дискретной случайной ве-

личины X : 

ix  1 2 10 
 

ip  0,5 0,48 0,02 
 

 

Определить начальные моменты случайной величины .X  
 

Решение. 

66,102,01048,025,011 XM . 

42,402,010048,045,012
2 XM . 

34,2402,01048,025,01 333
3 XM . 

18,20802,01048,025,01 444
4 XM . 

 

Момент 4  полностью зависит от значения 103x .  

Таким образом, отдифференцировано влияние большого, но ма-

ловероятного значения случайной величины. 

 

28.4. Математическое ожидание и дисперсия среднего  

арифметического n независимых случайных величин 

 

Пусть имеем n  независимых случайных  величин: nX,,X,X 21  с 

математическими ожиданиями nXM,,XM,XM 21  соответст-

венно.  

Пусть X  – случайная величина, которая равна: 
 

n

XXX
X n21 . 

 

Согласно свойствам математического ожидания имеем: 
 

n

XMXMXM
XM n21 ,   (28.8) 

 

то есть математическое ожидание среднего арифметического n  случай-

ных величин равно среднему арифметическому их математических ожи-

даний. 
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Пусть nXD,,XD,XD 21  – дисперсии этих случайных вели-

чин и DXD,,XD,XDmax n21 . 

Согласно условию DXD,,DXD,DXD n21  получим: 

 

n

D

n

nD

n

XDXDXD
XD n

22
21 

,   (28.9) 

 

то есть дисперсия среднего арифметического n  независимых случайных 

величин, имеющих ограниченные дисперсии, в n  раз меньше наиболь-

шей дисперсии. 
 

Если случайные величины nX,,X,X 21  одинаково распределе-

ны, то есть:  

aXMXMXM n21  

и   

.DXDXDXD n21  

 Тогда a
n

na
XM ,  

n

D
XD ,                      (28.10) 

 

то есть математическое ожидание n  одинаково распределенных слу-

чайных величин равно их общему математическому ожиданию, а диспер-

сия в n  раз меньше их общей дисперсии.  
 

 Отсюда имеем: 
n

X , то есть среднее квадратическое от-

клонение среднего арифметического n  независимых одинаково распре-

деленных случайных величин равно 
n

  D . 

 

28.5. Основные законы распределения дискретных  

случайных величин 

 

Задать закон распределения случайной величины значит задать ее 

ряд распределения, то есть указать возможные значения случайной ве-

личины и их вероятности. В зависимости от способа вычисления вероят-

ностей различают законы распределения. 
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28.5.1. Биномиальное распределение 

Пусть происходит n  независимых испытаний, в каждом из которых 

вероятность появления события равна p . Обозначим через X  число 

испытаний, в которых событие A появилось. Случайная величина X  

может принимать значения nm ,...,,...,2,1,0 . Вероятность того, что слу-

чайная величина примет значение mX , можно вычислить по форму-

ле Бернулли (27.1), то есть: 
 

mnmm
nn qpCmXP ,    (28.11) 

где  pq 1 . 

 

Закон распределения, в котором вероятность случайной величины 

вычисляется по формуле Бернулли, называется биномиальным зако-

ном распределения. 

Данный закон распределения имеет вид: 
 

ix  0 1 2 … 1n  n  

ip  nq  
11 n

n pqC  
222 n

n qpC  … qpC nn
n

11
 

np  
 

Если n  – большое число, то вероятности ip  вычисляются по фор-

муле Муавра – Лапласа (27.3): 
 

npq

x
mXPn , где 

npq

npm
x . 

 

Найдем числовые характеристики биномиального закона распре-

деления. Случайную величину X  можно рассматривать как сумму n  не-

зависимых одинаково распределенных случайных величин iX  n,i 1  с 

рядом распределения: 
 

ix  0 1 
 

ip  q  p  

 

где ix  – появление события A в i -м опыте, то есть 1ix , если событие 

A появилось, и 0ix , если событие A не появилось. 
 

Тогда   ppqXM i 10 . 
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Поскольку математическое ожидание суммы случайных величин 

равно сумме математических ожиданий, то: 
 

npXM
n

i

n

i
i pXM

11

.    (28.12) 

 

Дисперсия случайной величины iX  равна: 

 

.pqqppqpqqpppqpXD i
2222

10  

 

Поскольку дисперсия суммы случайных величин равна сумме их 

дисперсий, то: 

npqXD qpXD
n

i

n

i
i

11

.    (28.13) 

Среднее квадратическое отклонение биномиального распределе-

ния определяется формулой: 
 

npqX .     (28.14) 

 

Пример 28.4. Вероятность сдачи экзамена на «5» для каждого из 

трех студентов равна 0,4. Составить закон распределения количества 

отличных оценок, полученных студентами на экзамене. Найти матема-

тическое ожидание и дисперсию. 

Решение.  

Дискретная случайная величина X  (количество студентов, кото-

рые получили «5») имеет такие возможные значения: 

01x  (ни один студент не сдал экзамен на «5»); 

12x  (один студент сдал экзамен на «5»); 

23x  (два студента сдали экзамен на «5»); 

34x  (три студента сдали экзамен на «5»).  

Сдача   экзамена  на  «5»  студентами  –  события  независимые, 

вероятности сдать экзамен каждым студентом одинаковые, поэтому ис-

пользуем формулу Бернулли.  

По условию задачи 3n , 4,0p , 6,0q . 
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Тогда:  

если 01x , то   2160600 33
3 ,,qP ; 

если 12x , то   4320604031 221
33 ,,,pqCP ; 

если 23x , то  2880604032 222
33 ,,,qpCP ; 

если 34x , то 0640403 33
3 ,,pP . 

 

Закон распределения случайной величины X  имеет вид: 
 

ix  0 1 2 3 ,  1
i

ip . 

ip  0,216 0,432 0,288 0,064 

 

По формулам (28.12), (28.13) получим: 2,14,03pnXM ;   

72,06,04,03npqXD ; 85,072,0X . 

 

28.5.2. Закон распределения Пуассона 

Если n  достаточно велико, а вероятность p  очень мала, то веро-

ятность того, что случайная величина примет значение mX , вычис-

ляют по формуле Пуассона (27.5): 
 

!m

e
mXP

m

n .     (28.15) 

 

 Закон распределения в этом случае называют законом распреде-

ления Пуассона. 

Данный закон распределения имеет вид: 
 

ix  0 1 2 … n  

, где np. 

ip  e  e  
2

2e
 … 

!n

en

 

 

Определим числовые характеристики случайной величины, рас-

пределенной по закону Пуассона. 

Поскольку закон Пуассона является предельным для биномиаль-

ного закона при достаточно больших n  n  и достаточно малых p  
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1q , то математическое ожидание и дисперсия случайной величины,  

распределенной по закону Пуассона, определяются по формулам: 
 

     npXM ,  npnpqXD .      (28.16) 

 

Таким образом, XDXM . 

 

Пример 28.5. Составить закон распределения случайной величины 

,X  если в 1 000 независимых испытаниях событие появляется с веро-

ятностью 0,001. Найти XM  и XD . 

Решение.  

Имеем независимые испытания с одинаковой малой вероятностью 

001,0p  и большим числом испытаний 0001n . Поэтому вероят-

ности появления каждого отдельного значения вычислим по формуле 

(28.15) при 1np . 

Возможные значения случайной величины X : ,,,, 3210   

Запишем закон распределения величины X : 
 

ix  0 1 2 3 4 5 6 
 

ip  0,36788 0,36788 0,18394 0,06131 0,01533 0,00306 0,00051 
 

19999,0
i

ip . 

Для вычисления математического ожидания и дисперсии 

XDXM ,  используем формулу (28.16):  

 

100100001 ,npXDXM . 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Что называется случайной величиной и как их классифицируют? 

2. Охарактеризовать основные числовые характеристики дискрет-

ной случайной величины. 

3. Что называется начальным и центральным теоретическими мо-

ментами? 

4. Чему равны математическое ожидание и дисперсия среднего 

арифметического n  случайных величин? 
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5. Описать биномиальное распределение случайной величины. 

6. Описать закон распределения Пуассона. 
 

Упражнения 
 

28.1. В денежной лотерее на 100 билетов разыгрывается один 

выигрыш в 20 грн, два выигрыша по 10 грн и 10 выигрышей по 1 грн. 

Найти закон распределения возможного выигрыша на один билет. 

28.2. Партия из 8 изделий содержит 5 стандартных. Наудачу 

отбираются 3 изделия. Составить закон распределения числа 

стандартных изделий среди отобранных. 

28.3. Банк выдает 5 кредитов. Вероятность невозврата кредита 

равна 0,2 для каждого из заемщиков. Составить закон распределения 

количества заемщиков, не вернувших кредит по окончании срока 

кредитования. 

28.4. На базу отправлено 10 000 изделий. Вероятность того, что 

изделие в пути получит повреждение, равна 0,0003. Найти вероятность 

того, что на базу прибудут 4 поврежденных изделия. 

28.5. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее 

квадратическое отклонение количества очков, выпадающих при 

бросании игральной кости. 

28.6. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее 

квадратическое отклонение числа выигрышных лотерейных билетов, 

если вероятность выигрыша по одному билету равна 0,015, причем 

куплено 200 билетов. 

 

 

29. Непрерывные и абсолютно непрерывные  

случайные величины. Функция и плотность распределения  

вероятностей. Числовые характеристики 

 

29.1. Определение непрерывных случайных величин 

 

Случайную величину называют непрерывной, если ее возможные 

значения заполняют некоторый числовой интервал. Число возможных 

значений непрерывной случайной величины бесконечно. 
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Непрерывная случайная величина характеризуется двумя функ-

циями: 

1) функцией распределения вероятностей xF  (интегральной 

функцией распределения); 

2) плотностью распределения вероятностей xf  (дифференци-

альной функцией распределения). 

Случайная величина называется также непрерывной, если ее 

функция распределения непрерывна и дифференцируема.  

 

29.2. Функция распределения вероятностей и ее свойства 

 

Функция распределения вероятностей xF  – это вероятность 

того, что случайная величина X  в результате испытания примет значе-

ние меньше x : 
 

xXPxF .     (29.1) 

 

Пример. 22 FXP . 

 

Свойства функции распределения: 

1. Значение функции xF  принадлежат отрезку 1,0  (по опреде-

лению):    

10 xF . 
 

2. Интегральная функция является неубывающей функцией: 
 

xFxxF , если 0x . 

 

Действительно, если 0x , то: 
 

xxXxPxXPxxXPxxF  
 

xFxxXxPxF . 

 

3. Вероятность попадания непрерывной случайной величины в за-

данный интервал ,  равна разности функции xF  на концах интер-

вала: 

FFXP .    (29.2) 
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Действительно,   
 

FFXPXPXP . 

 

4. Вероятность попадания случайной величины в точку равна нулю: 
 

0CXP . 

 

Действительно, 0CFCFCXCPCXP . 

 

Следствие. 

XPXPXPXP . 

 

5. Если значения случайной величины X  принадлежат интервалу 

ba, , то при ax   0xF , при bx   1xF . 

 

Пример 29.1. Случайная величина X  задана функцией распреде-

ления: 

.4,1

,42,1
2

,2,0

x

x
x

x

xF  

 

Найти вероятность того, что в результате испытания случайная ве-

личина  X   примет  значение:  а)  в  интервале  (2; 3);  б)  меньше  0,2;  

в) меньшее 3; г) не меньше 3; д) не меньше 5. 

Решение: 

а) 5,001
2

3
2332 FFXP ; 

б) 2,0X  , 02,02,0 FXP ; 

в) 3X ,  5,01
2

3
33 FXP ; 

г) 3X ,  так как 133 XPXP , то 
 

   5,0313 XPXP ; 
 

д) 5X ,  01151515 FXPXP . 
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Для дискретной случайной величины аналогом интегральной 

функции распределения является эмпирическая функция распределе-

ния (кумулята), графиком которой является ступенчатая линия.  
 

Пример 29.2. Задан ряд распределения случайной величины X  :  
 

ix  2 4 7 

ip  0,5 0,2 0,3 

 

Найти функцию распределения xF  и построить ее график. 

Решение. 

.7,13,07,0

,74,7,02,05,0

,42,5,0

,2,0

x

x

x

x

xF  

 

Построим график (рис. 29.1) полученной функции. 
 

 
 

Рис. 29.1. График функции распределения вероятностей 
 

Точками разрыва графика является значения x , в которых xF  

изменяет свое значение. Если случайная величина задана интервалами, 

то эмпирическую функцию можно построить ломаной линией. 

 

Пример 29.3. Заданы возможные интервалы значений случайной 

величины и их вероятности:  
 

X  [1; 3) [3; 5) [5; 8) 

p  0,5 0,2 0,3 
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Решение.  

Найдем функцию распределения вероятностей xF  и построим 

ее график (рис. 29.2). 
 

.8,1

,85,13,07,0

,53,7,02,05,0

,31,5,0

,1,0

x

x

x

x

x

xF   

 

 
 

Рис. 29.2.  Эмпирическая интегральная функция распределения 

 

29.3. Плотность распределения вероятностей и ее свойства 

 

Дифференциальная функция распределения вероятностей 

(плотность распределения вероятностей) xf  есть производная 

от интегральной функции распределения xF : 

 

xFxf .     (29.3) 

 

Случайная величина X  называется абсолютно непрерывной, 

если существует такая функция xf  (плотность распределения веро-

ятностей случайной величины X ), для которой выполняется равенство: 

 

dxxfxF
x

. 
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Таким образом, поиск интегральной функции, если задана диф-

ференциальная, связан с решением обратной задачи: 
 

dxxfxF
x

.    (29.4) 

Действительно xFFxFxFdxxf
x

x

, посколь-

ку 0XPF  ( X  – событие невозможное). 

 

Вероятность того, что случайная величина примет значение, 

принадлежащее интервалу ba, : 

b

a

ab

dxxfdxxfdxxfaFbFbXaP , 

то есть 

b

a

dxxfbXaP .    (29.5) 

 

Исходя из геометрического смысла определенного интеграла, мо-

жем сделать следующее заключение: вероятность bXaP  числен-

но равна площади фигуры, которая ограничена прямыми ax , bx , 

0y  и кривой xfy . 

Свойства дифференциальной функции распределения xf : 

1. Функция xf  неотрицательная:  

 

0xf . 

 

Это свойство следует из того, что производная от неубывающей 

функции xF  является функцией неотрицательной. 

2. Если ,X , то:  

             1dxxf .         (29.6) 

Действительно 1XPdxxf , так как X  – 

достоверное событие. 
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3. Если baX , , то 1
b

a

dxxf . 

 

Пример 29.4. Задана плотность распределения xf  случайной ве-

личины X : 

.1,0

,10,

,0,0

x

xcx

x

xf  

Найти: а) параметр c ; б) функцию xF ; в) 15,0 XP . Изобра-

зить графики функций xF  и xf . 

Решение: 

а) поскольку 1
b

a

dxxf , то 1
1

0

dxxf .  

Откуда имеем 1
22

1

0

21

0

cx
cdxcx .  

Следовательно, 2c  и 

;1,0

,10,2

,0,0

x

xx

x

xf  

б) так как dxxfxF
x

, то:  

если 0x ,  00dxxF
x

; 

если 1x  , 
2

0

2

0

0

20 xxdxxdxdxxfxF
xxx

; 

если 1x  , 1020
1

0

2

0

1

0

0

xdxdxxdxdxxfxF
xx

. 

 

Следовательно, 

;1,1

,10,

,0,0
2

x

xx

x

xF  
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в) ,,,,FFX,P 7502501501150  
 

или  

75,0215,0
1

5,0

2
1

5,0

xdxxXP . 

 

Графики интегральной и дифференциальной функций распреде-

ления xF  и xf  изображены на рис. 29.3. 

 

1

F(x) 

x 0 1
 

2

f(x) 

x 0 1
 

 

Рис. 29.3. Графики функций xF  и xf  

 

Вероятностный смысл плотности распределения 

Если xF  – функция распределения вероятностей непрерывной 

случайной величины X , то: 

xFxf , то есть 
x

xFxxF
limxf
x 0

. 

 

Известно, что xxXxPxFxxF .  
 

Учитывая, что  xFxFxxF , а xxfxdFxF , 

имеем:   

xxfxxXxP . 

 

Таким образом, вероятность того, что непрерывная случайная вели-

чина примет значение, принадлежащее интервалу xxx,  (при 

0x ), приближенно равна произведению дифференциальной функции 
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на длину интервала x , то есть дифференциальная функция выступает в 

роли плотности распределения вероятностей.  

  

29.4. Числовые характеристики непрерывной случайной величины 

 

Пусть X  – непрерывная случайная величина, которая может при-

нимать всевозможные значения на отрезке ba,  и имеет плотность рас-

пределения вероятностей xf . Разобьем промежуток ba,  на n  частей 

точками bxxxxxa nn 1210 ... .  

Получим отрезки 10, xx , 21,xx , … , nn xx ,1 . Выберем на каж-

дом из них произвольную точку ix  n,i 1 . Согласно вероятностному 

смыслу плотности распределения ii xxf  равна вероятности попада-

ния случайной величины X  на интервал ix .  

Используя формулу для математического ожидания дискретной 

случайной величины ,X  получим: 
 

n

i
iiin xxfxXM

1

. 

 

Если 0max
0

i
i

x  и n , то дискретная величина nX  будет все 

меньше отличаться от непрерывной величины .X   

Функция xxf  – непрерывна, тогда имеем:  

dxxxfxxfx
b

a

n

i
iii

n
xi 10max

lim . 

 

Следовательно, математическое ожидание непрерывной слу-

чайной величины ,X  возможные значения которой принадлежат от-

резку ba, , вычисляется как определенный интеграл: 
 

  dxxxfXM
b

a

.     (29.7) 

 

Аналогично, если ,X , то  dxxxfXM . 
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Дисперсия непрерывной случайной величины X  вычисляется 

как математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины 

от своего математического ожидания. 

Если ,X , то: 

dxxfXMxXD 2
,    (29.8) 

 или    

22 XMdxxfxXD .    (29.9) 

Если baX , , то:  

b

a

dxxfXMxXD 2
,    (29.10) 

 или  

22 XMdxxfxXD
b

a

.    (29.11) 

 

Свойства математического ожидания и дисперсии дискретных ве-

личин сохраняются и для непрерывных величин. 

Среднее квадратическое отклонение непрерывной случай-

ной величины X : 

XDX .     (29.12) 
 

Модой oM  непрерывной случайной величины называют такое  

значение случайной величины, для которого дифференциальная функ-

ция максимальна. 

Медианой em  называют такое значение случайной величины, для 

которого выполняется равенство ee mXPmXP . Геометриче-

ски медиану можно определить как точку, в которой ордината функции 

xf  разделяет пополам площадь под кривой распределения (диффе-

ренциальной). 

Моменты непрерывной случайной величины: 

а) начальный момент k -го порядка: 

dxxfxk
k ;     (29.13) 
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б) центральный момент k -го порядка: 
 

dxxfxMx k
k .    (29.14) 

 

Пример 29.5. Задана дифференциальная функция распределения 

непрерывной случайной величины X : 
 

.2,0

,21,
2

1

,1,0

x

xx

x

xf  

 

Найти интегральную функцию распределения xF . Изобразить 

графики функций xf  и xF . Найти XM  и XD . 

Решение.  

Функцию распределения xF  найдем по формуле (29.4): 

dxxfxF
x

. 

Если 1x , то 0xf , откуда 0xF ; 

если 21 x , то:  

22222

1
0

2

1

2

1

1 xxxx
dxxdxdxxfxF

x
xx

; 

если 2x , то: 

1
22

0
2

1
0

2

1

2

2

2

1

1 xx
dxdxxdxdxxfxF

xx

. 

Окончательно имеем xF :    

     

.2,1

,21,
22

,1,0

2

x

x
xx

x

xF  
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Построим графики функций xf  и xF  (рис. 29.4): 

 

1

f(x) 

x 0 1 2

1
2

3
2

 

1

F(x) 

x 0 1 2
 

 

Рис. 29.4. Графики плотности распределения xf   

и  функции распределения xF  

 

Найдем числовые характеристики: 
 

58,1
4322

1
2

1

232

1

2
2

1

xx
dx

x
xdxxxXM ; 

2
2

1

2
32

2

1

2 58,1
2

58,1
2

1
dx

x
xdxxxXD  

 

08,058,1
64

2

2

1

34 xx
;  

 

28,008,0XDX . 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Привести определение непрерывной случайной величины. Что 

называется функцией распределения и каковы ее свойства? 

2. Что называется плотностью распределения вероятностей и ка-

ковы ее свойства? 
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3. Каков вероятностный смысл плотности распределения вероят-

ностей? 

4. Охарактеризовать числовые характеристики непрерывной слу-

чайной величины. 

 

Упражнения 

 

29.1. Случайная величина X  задана функцией распределения 

./x,

,/x,xsin

,x,

xF

21

20

00

 

Найти плотность распределения xf . 

29.2. Непрерывная случайная величина X  задана плотностью 

распределения на всей числовой оси: 

.
x

xf
21

11
 

Найти вероятность того, что X  примет значение на интервале        

(–1, 1). 

 29.3. Задана плотность распределения случайной величины X : 
 

2

0, 0

3 , 0 3

0, 3

x

f x a x x x

x

 

 Найти коэффициент a  и функцию распределения F x .  

29.4. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее 

квадратическое отклонение случайной величины X , заданной плот-

ностью распределения на отрезке [0; 1]: .xxf  

29.5. Найти основные числовые характеристики непрерывной 

случайной величины X , заданной функцией распределения вероят-

ностей  на положительной полуоси Ox: .exF x1  

29.6. Случайная величина X  задана на интервале (0, 5) плот-

ностью распределения 25/2xxf ; вне этого интервала 0xf . 

Найти дисперсию X . 
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29.7. Непрерывная случайная величина X  задана на всей оси Ox 

функцией распределения /2/1 arctgxxF . Найти вероятность 

того, что величина X  примет значение, заключенное в интервале (0, 1). 

 

 

30. Равномерный, показательный и нормальный  

законы распределения вероятностей. Преобразование  

последовательностей нормально распределенных  

случайных величин 

 

30.1. Равномерный закон распределения вероятностей  

и его числовые характеристики 

 

Равномерным распределением вероятностей непрерывной слу-

чайной величины называют такое распределение, при котором диффе-

ренциальная функция является постоянной величиной на интервале ba, , 

а вне этого интервала  равна нулю: 

.,0

,,

,,0

bx

bxac

ax

xf      (30.1) 

Определим параметр c .  

Исходя из свойства функции xf , имеем: 

 

1dxxf
b

a

,   abccxdxc
b

a

b

a

,   
ab

cabc
1

1 . 

 

Итак, для равномерного распределения вероятностей дифферен-

циальная функция xf  имеет вид: 

 

.,0

,,
1

,,0

bx

bxa
ab

ax

xf      (30.2) 
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Найдем интегральную функцию распределения xF  для 

baX , : 
 

ab

ax

ab

x
dx

ab
dxxfxF

x

a

x

a

x

a

1
. 

 

Таким образом, xF  запишем в виде: 

 

       

.,1

,,

,,0

bx

bxa
ab

ax

ax

xF            (30.3) 

 

Графики дифференциальной функции xf  и интегральной функ-

ции xF  равномерного распределения вероятностей приведены на 

рис. 30.1. 

 

f(x) 

x a b 

1
b-a 

0
 

a b 

1

F(x) 

x 0
 

 

Рис. 30.1. Графики дифференциальной и интегральной функций  

равномерного распределения вероятностей 

 

Определим вероятность попадания случайной величины X  в ин-

тервал ba,, : 

 

ab
XP

ab

a

ab

a
FF .  (30.4) 
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Вычислим числовые характеристики случайной величины, распре-

деленной по равномерному закону. 

Математическое ожидание XM  определим по формуле (29.7): 

 

2

ba
XM

ab

abx

ab
dx

ab
xdxxfx

b

a

b

a

b

a 22

11 222

.   (30.5) 

 

Дисперсия XD  (формула (29.9)): 
 

2
222

2

1 ba
dxx

ab
XMdxxfx

b

a

b

a

XD  

 

12

2
ab

4

2

343

2222233 babaaabbba

ab

ab
.  (30.6) 

 

Среднее квадратическое отклонение X  вычислим по формуле 

(29.12): 

32

ab
XDX .      (30.7) 

 

Пример 30.1. Автобус прибывает на остановку с интервалом 5 ми-

нут. Найти вероятность того, что автобус появится в последние две ми-

нуты. Найти XM , XD , X . 

Решение.  

По условию задачи  5ab , 3, 5. 
 

4,0
5

2

5

35

05

0

05

0
3553

35 xx

xx
FFXP ; 

 

5,2
2

50
XM ;   08,2

12

25
XD ;   44,1X . 

 

Равномерный закон распределения вероятностей применяется при 

работе с округленными числами. Например, если число округлено до 

целого, то ошибка округления  распределена равномерно на отрезке 

5,0;5,0 . 
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30.2. Показательный закон распределения вероятностей 

 

Непрерывная случайная величина X  распределена по показа-

тельному закону, если плотность распределения вероятностей: 
 

,x,e

,x,
xf

x 0

00
 с параметром 0.  (30.8) 

 

Проверим, что функция, которая задана в таком виде, удовлетворяет 

свойствам дифференциальной функции распределения. 

Действительно 0xf  и  
 

1
1

limlim
000

b
x

b

b
x

b

x edxedxedxxf . 

 

Интегральная функция показательного распределения xF  имеет 

вид: 

x
x xxx

x

eedxedxdxxfxF 10
0

0
0

. 

 

Окончательно: 

.0,1

,0,0

xe

x
xF

x
     (30.9) 

Графики функций xf  и xF  приведены на рис. 30.2. 

 

f(x) 

x 0
 

1

F(x) 

x 0
 

 

Рис. 30.2. Графики дифференциальной и интегральной функций  

показательного распределения вероятностей 
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Вероятность попадания случайной величины X  в интервал ,  

определяется формулой: 
 

eeXP eeFF 11 .  (30.10) 

 

Вычислим числовые характеристики показательного закона рас-

пределения вероятностей. 

Математическое ожидание XM : 

xx

b
x

b
a

x

evdxedv

dxduxu
dxexdxex 1lim

0

XM  

 

11
0lim

1
0lim

1
lim

0
00

bx

b

b

b

b
x

b
x

b
eedxee

x
.  

 

 

 

(30.11) 

 

Дисперсия XD : 

2
0

22

0

2 1
dxexXMdxex xxXD  

 

2
00

2
2

12
lim1

2
dxexe

x

evdxedv

xdxduxu b
x

b

x

b
xx  

 

2

1
22

12
. 

 

 

 

 

(30.12) 

 

Среднее квадратическое отклонение X : 

1
XDX .     (30.13) 

 

Отметим, что при показательном распределении математическое 

ожидание равно среднему квадратическому отклонению: 
 

1
XXM . 

 

Показательный закон используют в теории массового обслуживания. 
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Пример 30.2. Среднее время обслуживания покупателя составля-

ет 20 минут и распределено по показательному закону. Какова вероят-

ность простоять в очереди от 20 до 40 минут? 

Решение. По условию 20XM , тогда 201 . 

21201402012020404020 eeeeFFXP  
 

233,0135,0368,0 . 

 

Функцией, которая определяет вероятность безотказной работы 

элемента за промежуток времени длиной t , является функция надеж-

ности tR : tTPtR . События tT  и tT  противополож-

ные. Функция распределения tTPtF  определяет вероятность 

отказа элемента за время длиной t .  

Таким образом, для показательного распределения: 
 

tetR tFtTPtTP 11 ,  (30.14) 

где  – интенсивность отказов. 
 

Пример 30.3. Случайная величина T – время работы лампы нака-

ливания – имеет показательное распределение. Определить вероят-

ность того, что время работы лампы будет составлять не меньше 600 

часов, если среднее время работы лампы – 400 часов. 

Решение. 400XM , тогда 
400

11

XM
,  600t . 

223,0600 5,1
600

400

1

eeTPtR . 

 

30.3. Нормальный закон распределения вероятностей  

и его стандартное представление 

 

Случайная величина X  распределена по нормальному закону, ес-

ли ее плотность распределения вероятностей при ;x  опреде-

ляется формулой: 

2

2

2

2

1
ax

exf ,    (30.15) 

где a,  – параметры распределения. 
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 Проверим, что xf  удовлетворяет свойствам дифференциальной 

функции распределения. Действительно 0xf .  

Вычислим dxedxxf

ax
2

2

2

2

1
. 

 

Сделаем замену 
ax

t , dtdx . Пределы интегрирования 

при этом сохраняются.   

Тогда имеем: 

1
2

1

2

1 22

22

dtedtedxxf

tt

, 

где   22

2

dte

t

 – интеграл Пуассона. 

 

Определим интегральную функцию распределения xF  для нор-

мального закона: 

dxedxxfxF

ax
xx

2

2

2

2

1
. 

Сделаем замену 
ax

t ; dtdx .  

Новые пределы интегрирования:  t,x ;  

       
ax

t,xx . 

dtedtexF

ax
t

ax
t

22

22

2

1

2

1
 

dtedte

ax
tt

0

2
0

2

22

2

1

2

1
. 

 Здесь 
2

1

2

1 0
2

2

dte
t

 – интеграл Пуассона, 
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dte

ax
t

0

2

2

2

1 ax
, поскольку dte

x t

0

2

2

2

1
x . 

 

Таким образом:  

    
ax

xF Φ
2

1ax
2

2

1

2

1
.      (30.16) 

Если ввести центрированную и нормированную величину 
ax

t , 

такую, что 0a  , 1, то 
 

txf ,   txF Φ
2

1
,    (30.17) 

где t , t  – дифференциальная и интегральная функции Лапласа: 

 

2

2

2

1
t

et ,   dtet
t t

0

2

2

2

1
. 

 

Графики дифференциальной xf  и интегральной xF  функций 

нормального распределения приведены на рис. 30.3. 
 

f(x) 

x=a x 0
 

F(x) 

a x 0

1

1
2

 
 

Рис. 30.3. Графики дифференциальной и интегральной функций    

нормального распределения вероятностей 

 

Докажем, что параметр a  – математическое ожидание XM , а 

параметр  – среднее квадратическое отклонение X .  
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По формуле для XM  непрерывной случайной величины: 
 

dxxfxXM , 

 

для нормального распределения имеем: 

dxexXM

ax
2

2

2

2

1
. 

 

Сделаем замену 
ax

t ; atx ; dtdx . Новые пределы 

интегрирования при этом равны исходным: 
 

dte
a

dtetdteatXM
ttt

222

222

22

1

2

1
. 

 

Первый интеграл равен нулю, как интеграл от нечетной функции по 

промежутку, симметричному относительно начала координат.  

Второй интеграл является интегралом Пуассона: 

22

2

dte

t

. 

Таким образом aXM 2
2

a
. 

 

Дисперсия XD  непрерывной случайной величины X : 

dxxfXMxXD 2
. 

 

Тогда для нормального распределения: 

dxeaxXD

ax
2

2

22

2

1
. 

 

Сделаем ту же замену, как и для XM , то есть 
ax

t , тогда: 
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2

2

22
2

222
2

2
2

ttt
t

e
t

devdtetdv

dtdutu

dtettXD  

2
2

dte
2

et
2

2t
-2

0

2

t2
2




Пуассона
интеграл

-

2

2

. 

То есть  получим: 
 

XMa ,    XD .    (30.18) 

 

Для нормального распределения кривая распределения – функция 

xf  – достигает максимума при ax  и симметрична относительно ли-

нии ax . 

Найдем вероятность попадания случайной величины X , распреде-

ленной по нормальному закону с параметрами a  и , в промежуток 

, : 

aa
FFXP

2

1

2

1
 

 

aa
. 

 

Таким образом:  

aa
XP ΦΦ .  (30.19) 

 

Пример 30.4. Случайная величина X  распределена по нормаль-

ному закону и имеет плотность распределения: 

8

3 2

22

1
x

exf . 

 

Найти числовые характеристики величины X  и вероятность попа-

дания ее в интервал (1; 7). 
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Решение.  

По определению функции xf  имеем: 2,3a .  

Таким образом, 4,2,3 XDXXM .  

Тогда вероятность попадания случайной величины X  в интервал 

(1; 7) по формуле (30.19) равна: 
 

818,0341,0477,012
2

31

2

37
71 XP . 

 

Пример 30.5. Автоматический станок штампует детали. Длина де-

тали является случайной величиной, распределенной по нормальному 

закону с параметрами 10a  см,  0004,02
. Найти вероятность бра-

ка, если допустимые размеры детали должны быть 05,010 см. 

Решение.  

105,10X95,9PPбрака ; 

 

05,10X95,9P1Pбрака ; 95,9 ; 05,10 ; 02,0 . 

02,0

1095,9

02,0

1005,10
05,1095,9 XP  

988,0494,025,22
02,0

05,0

02,0

05,0
. 

Таким образом, вероятность брака равна:  
 

012,0988,01Pбрака . 

 

Найдем вероятность отклонения нормально распределенной 

случайной величины от ее математического ожидания по модулю на 

величину, не превышающую  ( 0 ), то есть найдем aXP : 
 

aaaa
aXaPaXP  

2 . 
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Таким образом,       2aXP .             (30.20) 

 

Пример 30.6. Деталь, изготовленная на станке, считается стандарт-

ной, если отклонение ее размера от проектного не больше 10 мм. Слу-

чайные отклонения распределены по нормальному закону: 5, 0a . 

Найти, какой процент стандартных деталей изготовляется на станке. 

Решение.  

По условию 10, 5.  

Имеем: 954,0477,0222
5

10
22XP . 

Следовательно, на станке изготавливается приблизительно %95  

стандартных деталей. 
 

Правило трех сигм 

Преобразуем формулу (30.20).  

Пусть t , тогда taXP t2 . 

Если 1t , то , тогда: aXP 6826,012 . 

Это значит, что 68 % значений случайной величины находятся на 

промежутке a . 

Если 2t , то 2 , тогда: 2aXP 9544,022 . 

Это значит, что 95 % значений случайной величины находятся на 

промежутке 2a . 

И последнее: 3t 3 , имеем:  
 

   3aXP 9973,032 . 

 

Отсюда правило трех сигм: нормально распределенная случайная 

величина X  принимает все свои значения на промежутке 3a  с 

достоверностью приблизительно равной %100 . 

То есть из 10 000 значений нормально распределенной случайной 

величины лишь 27 выйдут за пределы интервала 3a . 

 

Пример 30.7. На станке изготавливают шары, диаметр которых яв-

ляется случайной величиной X , распределенной по нормальному зако-
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ну, имеющей среднее значение 2a  мм и 1,0  мм. Какие размеры 

диаметра шаров можно гарантировать с надежностью 99,73 %? 

Решение.  

По условию задачи 9973,0P , 3,03 . 

То есть 33 aXa ,  3,023,02 X , 3,27,1 X . 

 

При изучении распределений, которые отличаются от нормально-

го, возникает необходимость оценить это отличие. С этой целью вводят 

такие характеристики, как асимметрия и эксцесс. Для нормального рас-

пределения асимметрия и эксцесс равны нулю. Большие значения 

асимметрии и эксцесса указывают на значительное отклонение от нор-

мального распределения, при малых значениях асимметрии и эксцесса 

можно допустить близость этого распределения к нормальному. 
 

Асимметрией распределения называют величину: 

3
3

SA ,      (30.21) 

где  3 – центральный момент третьего порядка; 

  – среднее квадратическое отклонение. 
 

Асимметрия характеризует отклонение кривой распределения xf  

от центра симметрии нормального распределения ax , то есть моды. 

Если 0SA , то максимум функции xf  отходит влево; если 0SA  – 

вправо, при этом значение максимума сохраняется (рис. 30.4). 

 

f(x) 

a x 

S SSA >0

0

A =0 A <0

 
 

Рис. 30.4.   Асимметрия распределения 
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Эксцессом распределения называют величину: 
 

3
4
4

SE ,     (30.22) 

где 4  – центральный момент четвертого порядка. 

 

Эксцесс распределения характеризует смещение максимума кри-

вой распределения вдоль оси симметрии ax  (рис. 30.5). 

 

f(x) 

a x 

SE <0

0
 

f(x) 

a x 

SE >0

0

нормальное
распределение

 

 

Рис. 30.5. Эксцесс распределения 

 

Пример 30.8.   Дано 4,03 , 17,64 , 66,12
. Найти SS EA , . 

Решение.   

Асимметрия: 190
661661

40
,

,,

,
AS . 

 

Эксцесс: 76,03
66,1

17,6
2SE . 

 

Можно сказать, что кривая распределения будет отходить влево 

( 0SA ) относительно ax  и максимум будет меньше, чем у кривой 

нормального распределения ( 0SE ). 

 

Нормально распределенные случайные величины широко распро-

странены на практике.  
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Если 
n

XXX
X n...21 ,   где  iX  – независимые случайные 

величины, aXM i , 
n

XD i

2

, 
n

Xi , то  

2aXP , то есть 

 

n
aXP 2 .    (30.23) 

 

Содержание формулы (30.23) таково: с вероятностью P можно 

утверждать, что доверительный интервал aa ;  покрывает 

неизвестный параметр a  с надежностью tP 2  и точностью 

оценки 
n

t
. Оценку 

n
taX  называют классической. 

Из формулы 
n

t
, которая определяет точность классической 

оценки, можно сделать выводы: 

1) с ростом n  число  убывает, то есть точность оценки увеличи-

вается; 

2) увеличение вероятности tP 2  приводит к росту t  ( t  – 

возрастающая функция) и тем самым к росту .  

То есть увеличение вероятности классической оценки влечет за 

собой уменьшение ее точности. 

 

30.4. Распределения Стьюдента и Фишера 

 

Пусть 0X  и nX,...,X,X 21  попарно независимые случайные вели-

чины, каждая из которых распределена по нормальному закону с пара-

метрами 1,0a .  

Последовательность случайных величин nXXX ...,,, 21  преобра-

зована в случайную величину 
22

2
2
1

2 ... nXXXn . n2
 распре-

делена по так называемому закону «хи-квадрат» (распределение Пир-
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сона) с n  степенями свободы, nnDnnM 2, 22
. Тогда закон 

распределения, по которому распределена случайная величина 

n
n

X
t

2

0 , называется распределением Стьюдента. Параметром 

распределения Стьюдента является n  – число степеней свободы слу-

чайной величины t .  

Основные числовые характеристики распределения Стьюдента: 
 

0)(tM , 
2

)(
n

n
tD  при 2n . 

 

 Значения случайной величины t  определяются по табл. Е.1 при-

ложения Е. 
 

Пусть есть две случайные величины, имеющие распределение 

Пирсона ( )(... 222
2

2
1 nXXX n  и )(... 222

2
2
1 mXXX m , где 

nXXX ...,,, 21  попарно независимые случайные  величины, распреде-

ленные по нормальному закону): 
2
~ )(2 n  и 

2
~ )(2 m  с разным чис-

лом степеней свободы. Тогда распределение случайной величины 

mm

nn
F

/

/
2

2

 называется распределением Фишера – Снедекора с 

двумя параметрами n  и m.  

Основные числовые характеристики распределения Фишера:   
 

2
)(

m

m
FM   при 2m , 

)4()2(

)2(2
)(

2

2

mmn

mnm
FD  при 4m .  

 

Значения случайной величины F  определяются по таблицам при-

ложения Ж и З. При 30n  и 30m  распределение случайной величи-

ны );( mnF  приближается к нормальному. 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Описать равномерный закон распределения вероятностей не-

прерывной случайной величины и его числовые характеристики.  
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2. Описать показательный закон распределения вероятностей не-

прерывной случайной величины и его числовые характеристики. 

3. Описать нормальный закон распределения вероятностей не-

прерывной случайной величины. 

4. Как вычисляется вероятность попадания случайной величины в 

заданный интервал?  

5. В чем заключается правило трех сигм? 

 

Упражнения 

 

30.1. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение 

случайной величины X , распределенной равномерно в интервале (2, 8). 

30.2. Найти математическое ожидание и функцию распределения 

случайной величины X , которая имеет равномерное распределение на 

промежутке (2; 9). Построить график функции распределения. 

30.3. Непрерывная случайная величина X  распределена по 

показательному закону с параметром 4. Написать формулу и 

построить график ее функции плотности вероятности. 

30.4. Непрерывная случайная величина X  распределена по 

показательному закону с параметром 5. Найти математическое 

ожидание и дисперсию случайной величины X . 

30.5. Размер мужских рубашек является случайной величиной с 

нормальным законом распределения, математическим ожиданием 39 и 

дисперсией 9. Какой процент от общего объема заказа следует 

предусмотреть магазину для рубашек 40-го размера воротничка при 

условии, что этот размер находится в интервале (39,5; 40,5)? 

30.6. Найти формулу плотности вероятности нормально рас-

пределенной случайной величины X , если математическое ожидание 

равно 3, а дисперсия равна 16. 

30.7. Случайная величина распределена по нормальному закону 

10a ; 5. Сравнить вероятности того, что случайная величина 

принимает значения, которые принадлежат интервалам (7; 12) и (1;6). 

30.8. Дано математическое ожидание 13a  и среднее квадра-

тическое отклонение 4 нормально распределенной случайной вели-

чины X . Найти вероятность того, что 8ax .  
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31. Случайные векторы и законы их распределений:  

совместные, маргинальные и условные.  

Условные и маргинальные числовые характеристики 

 

31.1. Случайный вектор и совместный закон распределения  

вероятностей его компонент. Функция распределения компонент 

двумерного вектора 

 

При моделировании ситуации, когда объект характеризуется не-

сколькими случайными параметрами, возникает необходимость ввести 

многомерные случайные величины (случайные векторы). Например, по-

года в данной местности может быть охарактеризована системой слу-

чайных величин: 1X  – давление, 2X  – температура, 3X  – влажность, 

4X  – скорость ветра и т. д. 

Пусть nXXX ,...,, 21  – случайные величины, определенные на 

множестве элементарных событий Ω. Под n-мерной случайной вели-

чиной, или случайным вектором, понимают упорядоченный набор n  

случайных величин: nXXXX ,...,, 21 . 

На многомерные случайные величины распространяются основные 

определения, которые относятся к одномерным случайным величинам. 

Закон распределения многомерной случайной величины X  можно 

задать с помощью функции распределения nX
xxxF ,...,, 21 . 

Функция распределения nX
xxxF ,...,, 21  n -мерной случайной 

величины nXXXX ,...,, 21  определяется формулой: 

 

nnnX
xXxXxXPxxxF ,...,,,...,, 221121 .      (31.1) 

 

При этом nX
xxxF ,...,, 21  – неубывающая функция каждого аргу-

мента. Для независимых случайных величин nXXX ,...,, 21  функция 

распределения n-мерной случайной величины nXXXX ,...,, 21  

равна произведению функций распределения случайных величин 

nXXX ,...,, 21 :  nXXXnX
xFxFxFxxxF

n
...,...,, 2121 21

. 
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Рассмотрим двумерную случайную величину (вектор) YXZ , . 

Каждую из величин X  и Y  назовем компонентами или составляющими 

случайного вектора.  

Функцией распределения двумерной случайной величины 

YX,  (дискретной или непрерывной) называют функцию yxF , , кото-

рая для каждой пары чисел x , y  определяет вероятность того, что X  

примет значение меньшее, чем x , при этом Y  меньше, чем y : 
 

yYxXPyxF ,, .    (31.2) 

 

Геометрически это равен-

ство можно объяснить так: 

 yxF ,  является вероят-

ностью того, что случайная 

точка YX,  попадет в беско-

нечный квадрант с вершиной 

yx, , который находится ле-

вее и ниже этой вершины  

(рис. 31.1). 

0 х 

(x, y) 

у 

 
 

Рис. 31.1. Геометрический смысл 

функции распределения yx,F  

 

Пример 31.1. Функция распределения yxF ,  имеет вид 

yxyxF sinsin, . Найти вероятность того, что компонента X  примет 

значение меньше 6, а компонента Y  одновременно – меньше 3. 

Решение.  

По определению функции распределения yxF ,  имеем: 

 

yYxXPyxF ,, , то есть 

 

433,0
4

3

2

3

2

1

3
sin

6
sin

3
,

63
,

6
FYXP . 

 

Свойства функции распределения yxF ,  аналогичны свойствам 

функции распределения одномерной случайной величины: 
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1. 1,0 yxF . 
 

2. yxF ,  – неубывающая функция по каждой из компонент: 
 

yxFyxF ,, 12 , если 12 xx ; 

 

12 ,, yxFyxF , если 12 yy . 
 

3. Справедливы следующие предельные соотношения:  

0, yF ,   0,xF , 0,F , 1,F . 

 Доказательство.  

 События, условием осуществления которых является реализация 

соотношений x  и y , невозможны. Поэтому их вероятности 

равны нулю. Соответственно, функция распределения, которая содер-

жит даже одно из подобных условий, равна нулю.  

 Событие, условием осуществления которого является реализация 

соотношений x  и y , достоверное. Поэтому его вероятность 

равна единице. Соответственно, функция распределения при таких усло-

виях равна единице. 
 

4. xFxF 1, , yFyF 2, . 

 Доказательство.  

 Поскольку событие y  является достоверным, то значение 

функции распределения );(xF  определяется вероятностью события  

xX , то есть эта функция является функцией распределения компо-

ненты X  двумерной случайной величины );( YX . Аналогично при 

x . 

5. Если компоненты X  и Y  независимы, то yFxFyxF 21, . 

 

31.2. Дискретные случайные векторы 

 

Многомерная случайная величина nXXXX ,...,, 21  является 

дискретной, если каждая из случайных величин nXXX ,...,, 21  являет-

ся  дискретной  и  существует  конечное  или  бесконечное  множество 
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n-мерных векторов nxxx ,...,, 21  таких, что: 

     1
1i

ixXP .    (31.3) 

 

Закон распределения дискретной многомерной случайной вели-

чины полностью определяется набором векторов  ,..., 21 xx  и соответст-

вующих им вероятностей 11 xXPp , 22 xXPp ..., таких, что 

1...21 pp .  

Если nXXXX ,...,, 21  – дискретная случайная величина, то 

для независимых дискретных случайных величин nXXX ,...,, 21  имеем: 

 

nnnn xXPxXPxXPxXxXxXP ...,...,, 22112211 . 

 

Закон распределения дискретной двумерной случайной величины 

задается набором возможных значений этой случайной величины 

ji yx ,  и соответствующих им вероятностей ji yxp ,  n,j;m,i 11 , 

причем  1,
i j

ji yxp . То есть закон распределения дискретной дву-

мерной случайной величины задают таблицей, в которой находятся 

возможные значения ji yx ,  компонент YX,  и соответствующие им 

значения вероятностей ji yxp ,  (табл. 31.1).  

Таблица 31.1 
 

      Закон распределения двумерной случайной величины  
 

Значения 

ix  

Значения jy  

j
iji pp  

1y  2y  … ny  

1x  11p  12p  … np1  
1x

p  

2x  21p  22p  … np2  
2xp  

… … … … … … 

mx  1mp  2mp  … mnp  
mxp  

i
ijj pp  

1y
p  

2yp  … 
nyp  

1
i j

ijp  
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В каждой клетке, которая находится на пересечении строки ix  и 

столбца jy , указана вероятность ji yxp ,  того, что двумерная случай-

ная величина примет значение ji yx , , 
i

ijx pp
i

, 
j

ijy pp
j

.  

Так,  nx yxpyxpyxpp ,...,, 121111
, 

 

         11211 ,...,,
1

yxpyxpyxpp my . 

 

Из закона распределения двумерной дискретной случайной вели-

чины можно найти законы распределения каждой из компонент (так на-

зываемые маргинальные законы распределения).  

То есть 
 

ix  1x  2x  … mx  
, 

jy  
1y  2y  … ny  

. 

ip  
1x

p  
2xp  … 

mxp  jp  
1y

p  
2yp  … 

nyp  

 

Пример 31.2. Качество продукции характеризуется двумя случай-

ными параметрами X  и Y . Закон распределения двумерной случайной 

величины YXZ ,  задан в табл. 31.2.  

Таблица 31.2 
 

      Закон распределения двумерной случайной величины X,YZ  
 

Значения 

ix  

Значения jy  

j
iji pp  

1 2 3 

0 0,2 0 0 0,2 

0,1 0,1 0,15 0 0,25 

0,2 0,05 0,15 0,1 0,3 

0,3 0,05 0,1 0,1 0,25 

i
ijj pp  

0,4 0,4 0,2 
1

i j
ijp  

 

Первый столбец соответствует возможным значениям компоненты 

X  3,0;2,0;1,0;0ix ; первая строка – возможным значениям компо-

ненты Y  3;2;1jy .  
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Найти законы распределения компонент дискретной двумерной 

случайной величины. 

Решение. 
 

ix  0 0,1 0,2 0,3 ,   1
i

ip . 

ip  0,2 0,25 0,3 0,25 

 

jy  1 2 3 
,   1

j
jp . 

jp  0,4 0,4 0,2 

 

31.3. Плотность совместного распределения и ее свойства 

 

Многомерную случайную величину X  называют абсолютно не-

прерывной, если существует такая неотрицательная функция 

nX
xxxf ,...,, 21 , что для любых nxxxx ,...,, 21  функцию распреде-

ления xF
X

 можно представить в виде n -мерного интеграла: 

 

nx

nnX

xx

X
dttttfdtdtxF ,...,,... 2121

21

. 

 

Функция nX
tttf ,...,, 21  называется плотностью совместного 

распределения многомерной непрерывной случайной величины X . Как 

и функция распределения плотность распределения определяет закон 

распределения n-мерной непрерывной случайной величины. 

Плотность распределения непрерывной многомерной случайной 

величины вычисляется по формуле: 
 

n

n
n

nX xx

xxxF
xxxf

,...,

,...,,
,...,,

1

21
21 .   (31.4) 

 

Если nXXXX ,...,, 21  – непрерывная случайная величина, то 

для независимых непрерывных случайных величин nXXX ,...,, 21  име-

ем: 

nXXXnX
xfxfxfxxxf

n
...,...,, 2121 21

. 
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Другие свойства многомерных непрерывных случайных величин 

рассмотрим на примере системы двумерных непрерывных случайных 

величин. 

Плотность распределения двумерной непрерывной случайной ве-

личины определяется как вторая смешанная производная функции рас-

пределения yxF , : 
 

yx

yxF
yxf

,
,

2

.     (31.5) 

 

Геометрически эту функцию можно представить как поверхность, 

которую называют поверхностью распределения. 

Cвойства плотности распределения: 

1. 0, yxf . 

2. 1, dxdyyxf . 

3. 

x y

dxdyyxfyxF ,, .                   (31.6) 

4. Если xf1 , yf2  – плотности распределения каждой из компо-

нент, то: 

dyyxfxf ,1 ,   dxyxfyf ,2 , 

11 dxxf ,   12 dyyf .    (31.7) 

 

5. Если компоненты X  и Y  независимы, то yfxfyxf 21, . 

 

Пример 31.3. Система случайных величин YX,  распределена по 

закону 
22221

,
yyxx

C
yxf .  

Найти коэффициент C .  

Выяснить, зависимы или нет величины X  и Y . 
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Решение.  

Согласно свойству 2 имеем: 1
1 2222

dxdy
yyxx

C
. 

 

Так как 
222222 111 yxyyxx , то получаем: 

 

2
2

22

1

11
CC

y

dy

x

dx
C . 

 

 Каждый из приведенных выше интегралов вычислялся следующим 

образом:  

221 2
arctgx

x

dx
. 

 Аналогично   
21 y

dy
. 

Следовательно, yfxf
yx

yxf 2122 1

1

1

1
, . 

 

То есть величины X  и Y  является независимыми. 

 

Пример 31.4. Компоненты X  и Y  двумерной случайной величины 

независимы и распределены по показательному закону: 
 

;0,

,0,0
1

xe

x
xf x     

.0,

,0,0
2

ye

y
yf x  

 

Записать плотность распределения yxf ,  системы YX ,  и 

функцию распределения yxF , . 

Решение.  

Согласно свойству 5 можно записать: 
 

.0,0,

,0,0,0
,

yxe

yx
yxf yx  
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Для компонент X  и Y , распределенных по показательному закону, 

имеем: 

;0,1

,0,0
1

xe

x
xF x     

.0,1

,0,0
2

ye

y
yF

x
 

 

Компоненты независимы, поэтому yxFyFxF ,21 : 

 

.0yи0x,e1e1

,0yили0x,0
y,xF

yx
 

 

Вероятность того, что случайная точка YX,  попадет в область D 

при известной плотности распределения yxf , , определяется по фор-

муле: 

D

dxdyyxfDYXP ,, .    (31.8) 

 

В частности, если область D= 2121 , yYyxXx  – прямо-

угольник, то вероятность YXP ,  можно найти по формулам: 

2

1

2

1

,, 2121

x

x

y

y

dxdyyxfyYyxXxP ,         (31.9) 

или 
 

  111221222121 ,,,,, yxFyxFyxFyxFyYyxXxP . 
 

Вероятностный смысл плотно-

сти распределения двумерной слу-

чайной величины заключается в том, 

что функцию yxf ,  можно опреде-

лить как предел отношения вероят-

ности попадания случайной точки 

YX,  в прямоугольник со сторонами 

x  и y  к площади этого прямо-

угольника, когда обе стороны прямо-

угольника приближаются к нулю 

(рис. 31.2). 

0 х х х 

х 

у 

у 

у 
1

1

2

2

у 

A B

C
D

 
 

Рис. 31.2. Иллюстрация  

к вероятностному смыслу  

функции yxf ,  
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Пример 31.5. Найти вероятность попадания случайной точки 

YX,  в прямоугольник, который образуют прямые: 6x , 2x , 

4y , 3y , если известна функция распределения 

ysinxsiny,xF . 

Решение.  

Согласно формулам имеем: 
 

3,63,234,26 FFYXP  

3632
4642 sinsinsinsin,F,F  

,,sinsinsinsin 08023
4

1

4

2

2

2

4

3

2

3

4642
 

или   

ycosxcosy,xf . 

 Тогда: 

0803426
2

6

3

4

,dxdyycosxcosY,XP . 

 

31.4. Условные законы распределения случайного вектора 

 

Рассмотрим дискретную двумерную случайную величину 

YXZ , . Возможные значения ее компонент: mxxx ,...,, 21  и 

nyyy ,...,, 21 . Пусть в результате испытания случайная величина Y  при-

нимает значение 1y  ( 1yY ). При этом случайная величина X  может 

принимать одно из возможных значений: mxxx ,...,, 21 .  

Обозначим условную вероятность того, что ixX , когда 1yY , 

через 1yxp i  mi ,1 . В общем случае условные вероятности компо-

ненты X  при условии, что jyY , обозначим через ji yxp  ;m,i 1  

n,j 1 , а условные вероятности компоненты Y  при условии, что ком-

понента ixX  – через ij xyp . 
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Условной функцией jyYxF ,  распределения случайной вели-

чины X  при условии, что случайная величина Y  принимает значение 

jy , называется условная вероятность jyYxXp . Условная функ-

ция распределения обладает всеми свойствами, которые присущи 

обычной функции распределения. 

Условным распределением компоненты X  при jyY  называ-

ется совокупность условных вероятностей ji yxp  в предположении, 

что случайная величина jyY . Аналогично определяется условное 

распределение компоненты Y  при ixX . 

По закону распределения двумерной дискретной величины 

YXZ ,  можно составить условные законы распределения компонент 

X  и Y : 

для X : 
j

ji
ji

yp

yxp
yxp

,
, 

для Y : 
i

ji
ij

xp

yxp
xyp

,
. 

Отметим, что сумма вероятностей условного распределения для 

каждой из компонент равна единице. 

 

Пример 31.6. По данным табл. 31.2 найти условные законы рас-

пределения компонент X , Y . 

Решение.  

Найдем условный закон распределения компоненты X  при усло-

вии, что 11yY .  

Для этого нужно найти: 11 yxp , 12 yxp , 13 yxp , 14 yxP .  

По формулам (31.10) имеем: 
 

5,0
4,0

2,0,

1

11
11

yp

yxp
yxp ;   25,0

4,0

1,0,

1

12
12

yp

yxp
yxp ; 

 

125,0
4,0

05,0,

1

13
13

yp

yxp
yxp ;   125,0

4,0

05,0,

1

14
14

yp

yxp
yxp , 

(31.10) 
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то есть  

1/ yxi  0 0,1 0,2 0,3 

1/ yxi
p  0,5 0,25 0,125 0,125 

 

Проверка: 1125,0125,025,05,0
4

1
1

i
i yxp . 

 

Аналогично найдем условный закон распределения компоненты Y  

при 2,03xX : 

 

17,0
3,0

05,0,

3

13
31

xp

yxp
xyp ;   5,0

3,0

15,0,

3

23
32

xp

yxp
xyp ; 

 

33,0
3,0

1,0,

3

33
33

xp

yxp
xyp , то есть 

 

2,0/ xy j  1 2 3 

2,0/ xy j
p  0,17 0,5 0,33 

 

Проверка: 133,05,017,0
3

1
3

j
j xyp . 

 

В случае распределения непрерывной случайной величины 

YXZ ,  возникают условные плотности распределения компоненты 

X , когда jyY , и компоненты Y , когда ixX . 

Условной плотностью yxf1  распределения компоненты X  

при значении yY  называется отношение плотности совместного рас-

пределения yxf ,  системы YX ,  к плотности распределения yf2  

компоненты Y : 
 

yf

yxf
yxf

2
1

,
.     (31.11) 
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Аналогично условная плотность xyf2  компоненты Y  при значе-

нии xX  определяется по формуле: 
 

xf

yxf
xyf

1
2

,
.     (31.12) 

 

Если известна плотность совместного распределения yxf , , то 

xf1  и yf2  можно найти по формулам (31.7). 

 

Отметим такие свойства yxf1 , xyf2 : 
 

01 yxf ,   11 dxyxf ;      02 xyf ,   12 dyxyf . 

 

 Пример 31.7. Случайная точка YX ,  распределена с постоянной 

плотностью в квадрате R (рис. 31.3).  

 Записать выражение для условных плотностей распределения 

yxf1 , xyf2 . 

Решение.  

Площадь квадрата равна 2, поэтому  
 

.,,0

,,21
,

Ryx

Ryx
yxf  

 

R

х 

у 

-1

-1 1

1

 
 

Рис. 31.3. Чертеж к примеру 
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По формулам (31.7) получим: 
 

110

011
2

1

101
2

1

1

1

1

1

1

x,x,

,,x,xdy

,,x,xdy

xf
x

x

x

x

   или   
.1,0

,1,1
1

x

xx
xf  

Аналогично: 
.1,0

,1,1
2

y

yy
yf  

При 1y  имеем:   

.1,0

,1,
12

1
,

2

1

yx

yx
y

yf

yxf
yxf  

 

Аналогично:   

.1,0

,1,
12

1
,

1

2

xy

xy
x

xf

yxf
xyf  

 

Так как условная функция распределения обладает свойствами 

обычной функции распределения, то по ней можно определить услов-

ное математическое ожидание. 

Условное математическое ожидание дискретной случайной ве-

личины Y  при ixX  вычисляют как произведение возможных значений 

компоненты Y  на их условные вероятности: 
 

m

j
ijji xypyxXYM

1

.    (31.13) 

 

Условное математическое ожидание ixYM  является функцией 

от x  – xfxYM i , которая называется функцией регрессии Y  на .X  

Аналогичные формулы для условного математического ожидания 

X  при jyY : 
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m

i
jiij yxpxyYXM

1

,    yyXM j ,   (31.14) 

где y  – функция регрессии X  на Y . 

 

Пример 31.8. Дискретная двумерная случайная величина 

YXZ ,  задана в виде таблицы: 

 

jy  

ix  
0,1 0,2 0,3 ip  

1 0,1 0,3 0,2 0,6 

2 0,06 0,18 0,16 0,4 

jp  0,16 0,48 0,36 1 

 

Найти условное математическое ожидание компоненты X  при 

1,01yY . 

Решение.  

По формуле (31.14):  

2

1
11

i
ii yxpxyYXM . 

Найдем условные вероятности:  

625,0
16,0

1,0,

1

11
11

yp

yxp
yxp , 

 

375,0
16,0

06,0,

1

12
12

yp

yxp
yxp . 

Тогда получим:  

375,1375,02625,011yYXM . 

 

Условное математическое ожидание для непрерывных величин: 
 

dyxyfyxXYM 2 ,  dxyxfxyYXM 1 .  (31.15) 
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31.5.  Ковариация и коэффициент корреляции двумерного  

случайного вектора 

 

Для двумерной случайной величины YXZ ,  можно найти ма-

тематическое ожидание и дисперсию каждой компоненты: xmXM ,   

ymYM ,   
2
xXD ,   

2
yYD . 

Однако эти характеристики недостаточно полно характеризуют ве-

личину Z , так как не воспроизводят степень зависимости между компо-

нентами. Эту роль выполняют корреляционный момент (ковариация)  

xy  и  коэффициент корреляции xyr . 

Корреляционным моментом (ковариацией) xy  двух случайных 

величин X  и Y  называется математическое ожидание произведения 

отклонений этих величин от своих математических ожиданий: 
 

yxxy mYmXM .    (31.16) 

 

Для вычисления корреляционного момента дискретных величин 

используют формулу: 
 

m

i

n

j
jijjxixy yxpmymx

1 1

, ,   (31.17) 

 

для непрерывных величин – формулу: 
 

dxdyyxfmymx jxxy , .   (31.18) 

Ковариация обладает следующими свойствами: 

1. yxxy  – свойство симметрии. 

2. 0xy , если X  и Y  – независимые величины. 

3. yxxy . 

4. )X(Dxx . 

5. )Y(D)X(Dxy ,  тогда и только тогда, когда X  и Y  – за-

висимые величины. 
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6. Корреляционный момент имеет размерность, которая равна 

произведению размерностей величин X  и Y . 

При вычислении корреляционного момента вместо определения 

(31.16) используют преобразованную формулу: 

 

)()( YMXMXYMxy .   (31.19) 

 

Пример 31.9. Закон распределения дискретной двумерной случай-

ной величины задан таблицей: 
 

 

               X  

   Y  
1 2 

n

j
ijp

1

 

2 0,4 0,3 0,7 

4 0,2 0,1 0,3 

m

i
ijp

1

 0,6 0,4 1=1 

 

 Найти xy  двух случайных величин X  и Y .  

 Решение. 

 Вычислим математические ожидания случайных величин X  и Y  

по их распределениям. Так, для случайной величины X  по первой и 

четвертой строкам таблицы определяем: 
 

4,14,026,01)(
1

n

j
jj pxXM . 

 

 Для случайной величины Y  по первому и последнему столбцам  

таблицы вычисляем: 
 

6,23,047,02)(
1

m

i
ii pyYM . 

 

Теперь для того, чтобы воспользоваться формулой (31.19), опре-

деляем математическое ожидание произведения случайных величин X  

и Y  как математическое ожидание дискретной случайной величины, ко-

торая является произведением случайных величин X  и Y : 
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6,31,0242,0143,0224,021)(
1 1

n

j

m

i
ijij pyxXYM . 

 

 По формуле (31.19) вычисляем корреляционный момент: 
 

04,06,24,16,3xy . 

 

Так как корреляционный момент не равен нулю, то компоненты X  

и Y  двумерной случайной величини нельзя считать независимыми. 

 

Коэффициентом корреляции xyr  двух случайных величин X  и 

Y  называется отношение корреляционного момента к произведению 

среднеквадратичных отклонений этих величин: 
 

yx

xy
xyr .     (31.20) 

 

Коэффициент корреляции является безразмерной величиной. Он 

равен нулю для независимых случайных величин. 

Свойства коэффициента корреляции: 

1. yxxy rr . 

2. 1xxr ,   1yyr . 

3. 1xyr . 

4. 0xyr  – величины независимы. 

5. 1xyr  – между X  и Y  существует линейная корреляционная 

зависимость. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Привести основные определения многомерных случайных вели-

чин. Что называется системой двух случайных величин? 

2. Как получить условные законы распределения компонент сис-

темы двух случайных величин? 

3. Как вычислить условное математическое ожидание системы 

двух случайных величин? 
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4. Охарактеризовать числовые характеристики системы двух слу-

чайных величин. 

5. Что называется корреляционным моментом и каковы его свой-

ства? 

6. Описать свойства коэффициента корреляции. 

 

Упражнения 

 

31.1. Дано распределение двумерной случайной величины ( X , Y ): 
 

 

      X  
Y  

1 2 3 

1 0,1 0,15 0,12 

2 0,2 0,22 0,21 

 

Найти распределения X , Y  и X  + Y . 

31.2. Найти корреляционный момент и коэффициент корреляции 

двух случайных величин X  и Y , распределения которых заданы в 

примере 31.1. 

31.3. Дано распределение двумерной случайной величины ( X , Y ): 
 

 

      X  
Y  

1 3 5 

2 0,2 0,15 0 

4 0,1 0,2 0,1 

6 0 0,1 0,2 
 

Найти ковариацию xy  и коэффициент корреляции xyr . 

31.4. Заданы дифференциальные функции независимых 

случайных  величин X  и Y :  

1

1
( )

4
f x   на интервале (0,4), 1( ) 0f x  вне интервала (0,4); 

 2

1
( )

4
f y   на интервале (0,4), 2( ) 0f y  вне интервала (0,4).  

Найти интегральную и дифференциальную функции распределе-

ния случайной величины Z X Y .  
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32. Закон больших чисел,  

центральная предельная теорема 

 

32.1. Неравенство Чебышева, теорема Чебышева.  

Предельная теорема о вероятностной асимптотической  

сходимости (теорема Бернулли) 

 

Вводимые в теории вероятностей понятия случайного события и 

случайной величины характеризуются неопределенностью факта воз-

никновения случайного явления и неточностью его измерения. Тем не 

менее объективные законы, которые выражаются этими случайностями, 

гарантируют устойчивость этих показателей, закладываемых в функции 

распределения, и параметры вероятностных законов. 

Известно, что математические законы теории вероятностей полу-

чены в результате формализации реальных статистических закономер-

ностей, которые присущи массовым случайным событиям. При этом во 

время исследования массовых однородных случайных событий прояв-

ляются определенные закономерности типа стабильности.  

Говорят, что последовательность случайных величин ,...,, 21 XX  

,...nX  сходится по вероятности при n  к случайной величине 

X , если для любого 0,  
 

.0lim XXP n
n

 

 

При большом количестве испытаний относительная частота собы-

тия Aw  обладает свойством устойчивости и по вероятности сходится к 

AP ; среднее арифметическое для случайной величины сходится по 

вероятности к ее математическому ожиданию. 

Все эти явления объединяют под общим названием закона боль-

ших чисел, который можно в целом сформулировать так: в случае 

большого числа экспериментов, которые осуществляются для изучения 

определенного случайного события или случайной величины, средний 

их результат практически перестает быть случайным и может быть 

предсказан с большой надежностью. 

Закон больших чисел состоит из нескольких теорем, в каждой из 

которых при определенных условиях утверждается факт сходимости 
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средних характеристик во время проведения большого количества ис-

пытаний к определенным неслучайным, постоянным величинам. 

Первые исследования по установлению предельной сходимости 

средних величин к их математическим ожиданиям для простейших клас-

сов последовательностей были сделаны Я. Бернулли и С. Пуассоном. 

 Полное решение проблемы предельной асимптотической сходи-

мости было дано Чебышевым П. Л. в форме теоремы обобщенного ви-

да, доказательство которой основано на неравенстве Чебышева. Нера-

венство Чебышева по существу формирует достаточное условие схо-

димости средних значений случайных величин к средним значениям их 

математических ожиданий. 
 

Теорема (неравенство Чебышева).  Если случайная величина 

имеет ограниченную дисперсию, то при любом 0 имеет место нера-

венство: 

2
1

XD
XMXP .    (32.1) 

Доказательство.  

События XMX  и XMX  образуют полную группу 

событий, то есть: 
 

1XMXPXMXP , 

n

i
ii pXMxXMXMXD

1

22
. 

Если отбросить слагаемые, в которых XMxi , то 

XMXPppXMxXD
k

j
j

k

j
jj

2

1

2

1

2
. 

То есть 
2

XD
XMXP  и  

2
11

XD
XMXPXMXP . 

Теорема доказана. 
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Это неравенство дает возможность оценить ошибку, которую до-

пускают, когда математическое ожидание заменяют средним значением 

ограниченной выборки. 
 

Пример 32.1.  

Электрическая сеть имеет 18 000 ламп, вероятность включения 

каждой из которых – 0,9.  

Оценить вероятность того, что количество включенных ламп от-

клоняется от своего математического ожидания на величину не меньше, 

чем 200. 

Решение.  

По условию 00018n , 9,0p .  

 Тогда:   200169000018 ,npXM ,  

   6201109000018 ,,npqXD . 

 По неравенству Чебышева: 

955004501
200

6201
120020016

2
,,XP , 

 

04509550120020016 ,,XP . 

 

Теорему Чебышева можно рассматривать как необходимое и дос-

таточное условие предельной сходимости средних значений незави-

симых случайных величин к средним значениям их математических 

ожиданий.  

Суть теоремы заключается в том, что среднее арифметическое 

достаточно большого количества независимых случайных величин те-

ряет характер случайной величины. 
 

Теорема Чебышева. Пусть nXXX ,...,, 21  – попарно независимые 

случайные величины с ограниченными дисперсиями, то есть существует 

такое D, что DXD 1 , DXD 2 , ... , DXD n .  

Тогда для любого 0 вероятность отклонения среднего арифме-

тического этих величин от среднего арифметического их математиче-

ских ожиданий на величину не больше, чем , сколь угодно близка к 

единице, когда количество случайных величин достаточно велико: 
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1
...... 2121

n
nn

n

XMXMXM

n

XXX
P , 

или  

12121

n

XM...XMXM

n

X...XX
Plim nn

n
. 

 

Доказательство.  

Пусть 
n

XXX
X n...21 , тогда: 

 

n

XMXMXM
XM n...21 , 

 

 

n

D
nD

nn

XDXDXD
XD n

22
21 1...

. 

 

По неравенству Чебышева имеем: 
 

22
11

n

DXD
XMXP . 

 

Если n , то   1XMXPlim
n

. 

Поскольку вероятность 1P , то 1XMXPlim
n

,  

то есть: 
 

12121

n

XM...XMXM

n

X...XX
Plim nn

n
. 

 

 

Теорема доказана. 
 

Таким образом, на вероятностные величины распространяется  

принцип детерминированности: отдельная случайная величина может 

совершать хаотические блуждания, но если число этих величин будет 

достаточно большим, то движение совокупности станет почти опреде-

ленным и образует средние показатели поведения совокупности. 

(32.2) 
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Если в качестве случайных величин nX,...,X,X 21  взять конкрет-

ные значения случайной величины ,X  тогда их среднее арифметиче-

ское имеет свойство устойчивости, то есть при достаточно большом ко-

личестве испытаний среднее выборочное выб.X  приближается к мате-

матическому ожиданию a .  

Следовательно, 
 

1aXPlim
n

выб. , aX выб. .                 (32.3) 

 

Равенство (32.3) является следствием теоремы Чебышева и назы-

вается законом больших чисел в форме Хинчина. 
 

Теорема Бернулли является еще одной формой закона больших 

чисел. Это самая простая и исторически первая из теорем этой группы. 

Она устанавливает связь между относительной частотой случайного со-

бытия и его вероятностью. 

Теорема Бернулли (предельная теорема о вероятностной 

асимптотической сходимости).  

Если вероятность события в n  испытаниях постоянна и равна p , 

то вероятность отклонения относительной частоты от этой вероятности 

на величину не превосходящую  стремится к единице при достаточно 

большом n : 

1p
n

m
P  при n или 1p

n

m
Plim

n
.     (32.4) 

 

Доказательство.  

Пусть iX  – случайная величина, которая принимает значение 1, если 

при испытании наступает определенное событие, и значение 0 – если 

событие не наступает,  

то есть   
.произошлонесобытие,0

произошлособытие,1
X i  

Тогда имеем ряд распределения: 
ix  1 0 

, где   pq 1 . 

ip  p  q  

 

pqpXM i 01 . 
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Поскольку случайные величины iX  имеют ограниченную диспер-

сию, то можно использовать теорему Чебышева: 

 

1
......

lim 2121

n

XMXMXM

n

XXX
P nn

n
. 

 

Дробь 
n

XXX n...21  равна относительной частоте.  

 

Действительно, каждая из величин nX,,X,X 21  с появлением 

события принимает значение 1.  

Отсюда сумма nXXX ...21  равна m – количеству появлений 

события в n  испытаниях.  

Тогда   

npXMXMXM n...21 . 

Таким образом, 

1lim p
n

m
P

n
. 

 

Теорема доказана. 

 

32.2. Центральная предельная теорема.  

Теорема и неравенство Ляпунова 

 

Установленные выше связи между последовательностями случай-

ных величин и их математическими ожиданиями в первую очередь отно-

сятся к дискретным законам распределения.  

Если рассмотреть случайные величины с непрерывными законами 

распределения, то последовательности независимых случайных вели-

чин при определенных условиях также обнаруживают тенденцию к обра-

зованию предельных зависимостей. 

 В классическом варианте рассматривают последовательность 

nX,...,X,X 21  непрерывных независимых и одинаково распределенных 

случайных величин с ограниченными математическими ожиданиями 

nXMXMXM ...,,, 21  и дисперсиями nXDXDXD ...,,, 21 .  
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Для этих величин составляют нормированные переменные 

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

XD

XMX

Z

1

11  

 
 

с функцией распределения xZPxF nn . 

 

 Очевидно, что переменные nZ  имеют нулевые математические 

ожидания и единичные дисперсии. Функцию распределения xFn  

сравнивают со стандартной функцией нормального распределения xФ  

случайной величины X : 

x z

dzexФ 2

2

2

1
, 

 

имеющей нулевое математическое ожидание и единичную дисперсию. 
 

Центральная предельная теорема. При некоторых условиях для 

любого X  обеспечивается сходимость по вероятности функции xFn  к 

функции xФ :   

xФxFn  при n . 

 Формулировка центральной предельной теоремы основана на не-

равенстве Ляпунова.  

 Предельная непрерывная зависимость имеет более сложный ха-

рактер, чем последовательность дискретных величин, поэтому требует-

ся совершить переход от схемы последовательности величин к схеме 

подпоследовательностей величин, именуемых сериями.  

 Указанные серии задаются следующим образом: nnnn XXX ,...,, 21 , 

где .,1,

1

nk

XD

XMX
X

n

i
i

kk
nk  

 

 Тогда случайные величины внутри каждой серии независимы и  
 

nnnnn XXXZ ...21 . 
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 Условие предельной сходимости по Ляпунову задается в фор-

ме 

n

k
kk

n

i
i

XMXM

XD
1

3

3

1

1
 

для любого 0 и n . 
 

Это означает, что приведенный момент третьего порядка должен 

быть пренебрежительно малым при достаточно больших n . 

Из данного условия вытекает неравенство Ляпунова: 

n

i
ikk

nk
nk

nk
XDXMXPXP

1,1,1
maxmax  

 

0
1

max
3

3

1

3
,1

kk
n

i
i

nk
XMXM

XD

 

 

при любом 0 и n . 
 

Стремление к нулю величины nk
nk

XP
,1

max  означает асимпто-

тическую пренебрегаемость случайными величинами, образующими се-

рии. 

Теорема Ляпунова. Пусть дана произвольная схема серий 

nnnn XXX ,...,, 21  асимптотически пренебрегаемых и независимых внут-

ри каждой серии величин.  

Тогда, если предельное распределение nnnnn XXXZ ...21  

существует и не является вырожденным (ранг матрицы ковариаций ра-

вен n), то оно будет нормальным тогда и только тогда, когда  
 

0max
,1

nk
nk

XP  

для любого 0 и n . 
 

Если в качестве случайных величин рассматривать результаты от-

дельных испытаний, то  среднее значение этих результатов в серии слу-

чайных величин имеет распределение, близкое к нормальному. 
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Смысл теоремы Ляпунова для ее использования на практике за-

ключается в следующем: если случайная величина равна сумме очень 

большого числа взаимно независимых случайных величин, влияние    

каждой из которых на сумму мало, то она имеет распределение, близкое 

к нормальному (асимптотически нормальное). В частности среднее 

значение имеет распределение, близкое к нормальному. 

Таким образом, центральная предельная теорема определяет 

роль, которую играет нормальное распределение. 

Основные выводы из закона больших чисел: при достаточно боль-

шом количестве наблюдений можно считать, что случайная величина 

имеет распределение, близкое к нормальному (вывод теоремы Ляпуно-

ва), при этом в качестве математического ожидания случайной величи-

ны можно принять среднее выборочное (теорема Чебышева), а в каче-

стве вероятности события – относительную частоту (теорема Бернулли). 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Какие теоремы теории вероятностей называются предельными? 

По какому принципу разделяются предельные теоремы? 

2. Сформулировать закон больших чисел. 

3. Привести неравенство Чебышева. 

4. Сформулировать теорему Чебышева и теорему Бернулли как 

следствие теоремы Чебышева. 

5. Сформулировать теорему Ляпунова (центральную предельную 

теорему). 

 

Упражнения 

 

32.1. Сумма всех вкладов некоторого  банка составляет 20 млн грн,  

а вероятность того, что случайно выбранный вклад будет меньше 10 000 

грн, равна 0,8. Какие выводы можно сделать относительно количества 

вкладчиков данного банка? 
 

32.2. Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, 

что 3,0XMX , если 0025,0XD .  

Оценить вероятность этого же события, если известно, что X – нор-

мально распределенная случайная величина. 
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32.3. Случайная величина X  задана законом распределения: 
 

X  1 3 5 6 

)xX(P i  0,1 0,3 0,4 0,2 

 

Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что:   

абсолютная разница между случайной величиной X  и ее математи-

ческим ожиданием меньше 5;  

абсолютная разница между значением случайной величины X  и ее 

математическим ожиданием не меньше 2. 
 

32.4. Случайная величина X  задана законом распределения: 
 

X  3 5 

)xX(P i  0,4 0,6 

 

Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что 

абсолютная разница между значением случайной величины X  и ее ма-

тематическим ожиданием меньше 2. 
 

32.5. Вероятность того, что при единичном обращении банкомат 

срабатывает правильно, равна 0,95.  

Оценить вероятность того, что:  

при 2 500 обращениях относительная частота случаев правильной 

работы банкомата отклонится (по абсолютной величине) от ее вероят-

ности меньше, чем на 0,02;  

при 2 000 обращениях количество случаев правильной работы 

банкомата находится в пределах от 1 860 до 1 940. 
 

32.6. Определить количество деталей, которое необходимо для то-

го, чтобы с вероятностью не меньше 0,98 можно было бы ожидать, что 

абсолютная величина отклонения относительной частоты стандартных 

деталей от вероятности, которая равна 0 95p , , была меньше 0,05. 
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33. Основные понятия математической статистики:  

выборочные наблюдения и выборочные оценки 

 

33.1. Выборочный метод и его основные положения 

 

Первой задачей математической статистики является обосно-

вание методов сбора и группировки статистических данных, которые по-

лучены в результате экспериментов или наблюдений. Вторая задача – 

это разработка методов анализа статистических данных: оценки неизве-

стных вероятностей события, а также функции и параметров распреде-

ления; оценка зависимости случайной величины от других случайных 

величин; проверка статистических гипотез о виде и величинах парамет-

ров неизвестного распределения. 

Множество объектов, из которых извлекается выборка, в статистике 

называется совокупностью. Вся совокупность, которая изучается, назы-

вается генеральной совокупностью. Генеральную совокупность мож-

но изучать путем сплошного изучения всех объектов или путем наблюде-

ния за частью объектов.  

Часть объектов, которую выбирают из генеральной совокупности, 

называется выборкой, или выборочной совокупностью.  

Общее количество объектов генеральной совокупности или выбо-

рочной совокупности называется их объемом. Объем генеральной сово-

купности обозначают N , а объем выборочной совокупности – n . Резуль-

таты исследований любого признака генеральной совокупности будут 

достовернее, если выборку создать случайно.  
 

Пример 33.1. Пусть из 2 000 изделий отобрано для исследования 

100 изделий. Тогда объем генеральной совокупности N  = 2 000, а 

объем выборки n  = 100. 
 

Выборка называется случайной, если из генеральной совокупности 

элементы берутся наугад и каждый из них может попасть в нее с одина-

ковой вероятностью. На практике случайную выборку можно получить 

так: все элементы нумеруют от 1 до N , после чего выбирается последо-

вательность n  случайных чисел ( Nn1 ). Выборку также можно полу-

чить с использованием датчика случайных чисел. 

Отбор объектов может быть повторным или бесповторным.  
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Повторным называют отбор, когда отобранный объект возвращают 

в генеральную совокупность (до отбора следующего объекта). Беспо-

вторным называют отбор, когда отобранный объект не возвращают в ге-

неральную совокупность. Отбор объектов происходит случайным обра-

зом. 

Если случайная выборка достаточно полно характеризует гене-

ральную совокупность, то выборка называется репрезентативной. 

По выборке вычисляют ее числовые характеристики: математиче-

ское ожидание XM  и дисперсию XD . Если одна из двух выборок 

имеет меньшую дисперсию, то она полнее отображает генеральную со-

вокупность.  

 

33.2. Выборочное распределение 

                               

Признак любой совокупности принимает ряд значений, количество 

которых может быть бесконечным или ограниченным. Обозначим при-

знак совокупности X , а его возможные значения lx,,x,x 21 . 

Пусть имеем выборку из генеральной совокупности lx,,x,x 21 . 

Например: 10, 5, 15, 7, 20. Если записать эту выборку в виде возрас-

тающей или убывающей последовательностей, то получим дискрет-

ный вариационный ряд. В нашем примере это 5, 7, 10, 15, 20. 

Некоторые значения дискретной случайной величины могут повто-

ряться, тогда вариационный ряд записывают в виде таблицы, где указы-

вают варианты – возможные значения ix  случайной величины X  и 

их частоты im . Частотой называют число появления отдельных зна-

чений случайной величины (вариант). 
 

ix  1x  2x  … lx  
,   nm

l

1i
i . 

im  1m  2m  … lm  

 

Например, выборку 10, 5, 5, 7, 15, 15, 15, 20 можно представить 

дискретным вариационным рядом: 
 

ix  5 7 10 15 20 
, 813112n . 

im  2 1 1 3 1 
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Вместо частот можно указывать относительные частоты.  

Относительной частотой iw  называют отношение частоты по-

явления признака к общему объему выборки: 
 

  
n

m
w i

i ,  1w
l

1i
i .          (33.1) 

Тогда имеем: 
 

ix  1x  2x  . lx  
 

iw  1w  2w  . lw  

 

Относительная частота характеризует, какую часть совокупности 

составляют члены с одинаковыми значениями признака. 

При большом объеме выборки 30n  пользоваться дискретным 

вариационным рядом неудобно. В этом случае, а также в случае, когда 

данные получены в результате измерения непрерывной случайной вели-

чины, по выборке составляют интервальный вариационный ряд. Для 

его построения весь интервал распределения признака разделяют на k  

равных частей длиной h . Затем подсчитывают частоту im  или относи-

тельную частоту iw  попаданий в каждый интервал.  

Под значением случайной величины считают середину интервала, то 

есть непрерывную величину приводят к дискретной. 
 

ii xx ;1  10;xx  21;xx  ... ii xx ;1  ... kk xx ;1  

, im  1m  2m  ... im  ... km  

ix  1x  2x  ... ix  ... kx  

 

где   
2

1 ii
i

xx
x , 1ii xxh . 

 

 Если вариационный ряд задается в виде приведенных таблиц, то 

его называют статистическим рядом распределения.  

 То есть статистическим распределением выборки называют 

перечень вариант случайной величины X  ( lxxx ,...,, 21 ) и соответствую-

щих им частот im  или относительных частот iw  ( l,i 1 ).  
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 Для интервальных рядов статистическое распределение задается 

в виде последовательности интервалов ii xx ;1  и соответствующих им 

частот (за частоту принимают сумму частот признака, которые вошли в 

этот интервал). 
 

Числовые характеристики выборки 

Пусть задан вариационный ряд: 

ix  1x  2x  … ix  … kx  
 

im  1m  2m  … im  … km  

 

Для характеристики вариационного ряда используют следующие 

величины: 

 1. Выборочное среднее x :  
n

mx

x

k

i
ii

1 , 
k

i
imn

1

.               (33.2) 

 

Выборочное среднее характеризует среднее значение признака .X  

 2. Выборочная дисперсия D: 
 

         
k

i
ii mxx

n
D

1

21
  

или                 (33.3) 

    .)()(
1 2

1

222 xxxmx
n

D
k

i
ii               

 

Дисперсия в статистике характеризует меру рассеяния признака .X  

3. Выборочное среднеквадратическое отклонение : 
 

     D .          (33.4) 
 

Выборочное среднеквадратическое отклонение является не только 

мерой вариации, но и показателем однородности статистической сово-

купности. 
 

Поскольку xxM , то  выборочное среднее x  является несме-

щенной оценкой. 

Выборочная дисперсия D является смещенной оценкой.  
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Действительно, если nXXX ,,, 21   – одинаково распределенные 

случайные величины, такие, что 
2

n21 XDXDXD  , то 

 

,
nn

XXX
D

2
n21 

   

поэтому 
n

x . 

 

По данным выборки нужно оценить генеральную дисперсию ген.D . 

 

    
ген.D

n

1n
DM .                 (33.5) 

 

Достаточно легко исправить выборочную дисперсию: 
 

   11
1

2

2

n

mxx

D
n

n
S

l

i
ii

в ,                (33.6) 

 

где   
2S  – исправленная выборочная дисперсия. 

 

Исправленная дисперсия является оценкой несмещенной, то есть 
 

 ген.ген. DD
n

1n

1n

n

1n

n
MSM 22

. 

 

4. Коэффициент вариации:    %
x

100 .             (33.7) 

 

Коэффициент вариации является относительной мерой изменения 

признака. Его используют для сравнения случайных событий, разных по 

природе. 

5. Начальные моменты s -го порядка:   
n

mx

X

k

i
i

s
i

s
s

1 .    (33.8) 

 

6. Центральные моменты s -го порядка: 
 

    
n

mxx

XX

k

i
i

s

i
s

k
1 .        (33.9) 
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7. Асимметрия: 
3
3

SA .                       (33.10) 

 

SA  характеризует отклонение случайной величины от своего цен-

трального положения влево или вправо. 

8. Эксцесс:  3
4
4

SE .                              (33.11) 

SE  характеризует отклонение случайной величины от своего цен-

трального положения вверх или вниз. 
 

9. Мода oM  – это варианта с максимальной частотой, то есть: 

     io xM  max
1 ki

im .              (33.12) 

 

10. Медиана eM  – это варианта, которая разделяет вариационный 

ряд на две равные по количеству элементов части. 

 

33.3. Эмпирическая функция распределения и гистограмма 

 

Статистический ряд распределения случайной величины X , полу-

ченный по эмпирическим данным, называют также эмпирическим зако-

ном распределения. Такой ряд можно изобразить графически. Для этого 

на оси абсцисс наносят варианты ix , а на оси ординат – частоты im  

(рис. 33.1) (или относительные частоты iw ), то есть имеем точки 

iii mxM ,  ( iii wxN , ). Соединив точки iM  (или iN ) соответствующих 

вариант и частот, получим ломаную линию, которую называют полиго-

ном распределения. 

Эмпирической функцией распределения выборки называется 

функция xF , которая для любого значения x  определяет относи-

тельную частоту события, которое удовлетворяет условию xX , то 

есть случайная величина примет значение меньше, чем x : 
n

m
xF x , 

где xm  – сумма частот вариант для значений аргумента, меньших, чем 

x ; n  – объем выборки. 
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а) полигон частот      б) полигон относительных  

        частот 

Рис. 33.1. Полигоны распределения 

 

Таким образом, эмпирическая функция распределения опреде-

ляется путем последовательного сложения относительных частот всех 

вариант, меньших, чем x . 

Графиком эмпирической функции распределения является куму-

лята, или график накопленных относительных частот. Этот график – 

ступенчатая фигура, которая имеет точки разрыва при значениях абс-

цисс, равных числовым значениям, которые принимает случайная вели-

чина. 

Для генеральной совокупности функцию распределения обозначим 

xF . Различие между эмпирической и теоретической функциями состо-

ит в том, что теоретическая функция xF  определяет вероятность со-

бытия xX , а эмпирическая функция xF  – относительную частоту 

этого события.  

Согласно теореме Бернулли можно сказать, что при больших n  

числа xF  и xF  мало отличаются друг от друга в том смысле, что:  

 

n
lim 1xFxFP   0 . 

 

Следовательно эмпирическая функция распределения выборки 

может быть использована для оценки теоретической функции распреде-

ления в генеральной совокупности. 

0  

iw  

1w  
6w  
2w  

5w  
3w  
4w  

4x  5x  6x  1x  2x  3x  ix  0  

im  

1m  
6m  
2m  

5m  
3m  
4m  

4x  5x  6x  1x  2x  3x  ix  
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Функция xF  имеет такие же свойства, что и функция xF : 

1) значение эмпирической функции принадлежит отрезку 1;0 ; 

2) xF  – неубывающая функция: 12 xFxF , если 12 xx ; 

3) если 1x  – наименьшая варианта, то 0xF  при 1xx , если 

kx  – наибольшая варианта, то 1xF  при kxx . 

 

Пример 33.2. Задана выборка рядом распределения: 
 

ix  1 6 11 16  

im  20 10 40 30  
 

Найти и построить эмпирическую функцию распределения xF . 

Решение.  

Найдем объем выборки: 
4

1

10030401020
i

im . 

Наименьшее значение величины X : 11x , поэтому 01F , если 

1X . Значение 6X  наблюдалось 20 раз, следовательно 

2,0
100

20
xF , если 61 x . Значение 11X , то есть 1 и 6 наблю-

дались 301020  раз, следовательно 3,0
100

30
xF , если 

116 x . Значение 16X , то есть 1, 6 и 11 наблюдались 

70401020  раз, следовательно 7,0
100

70
xF , если 1611 x . 

Наибольшим значением величины X  является 164x , следовательно 

1xF , если 16X . 

Таким образом, можно записать эмпирическую функцию распреде-

ления выборки в виде:   

.xесли,

;xесли,,

;xесли,,

;xесли,,

;xесли,

xF

161

161170

11630

6120

10
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График этой функции изображен на рис. 33.2. 
 
 

 
 

Рис. 33.2. Эмпирическая функция распределения 

 

В случае интервальных вариационных рядов, полученных для не-

прерывной случайной величины, графическим изображением является 

гистограмма. Различают гистограмму частот и гистограмму относи-

тельных частот.  

Гистограммой частот называют ступенчатую фигуру, которая со-

стоит из прямоугольников, площадь каждого из которых равна частоте 

попадания случайной величины в соответствующий интервал. Таким об-

разом, основаниями прямоугольников являются интервалы, длиной h , а 

высоты равны плотности частоты 
h

mi . Для построения гистограммы на 

оси абсцисс откладывают интервалы, а над ними проводят отрезки, ко-

торые параллельны оси абсцисс на расстоянии 
h

mi . Площадь i -го  пря-

моугольника равна i
i mh

h

m
 – сумме частот вариант i -го интервала. 

Таким образом, площадь гистограммы равна сумме всех частот, то есть 

объему выборки. 

Гистограммой относительных частот называют ступенчатую 

фигуру, которая состоит из прямоугольников, основаниями которых яв-

ляются интервалы длиной h , а высоты равны отношению 
h

wi  (плотность 

относительной частоты).  
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Для построения гистограмм относительных частот на оси абсцисс 

откладывают интервалы, а над ними проводят отрезки, которые парал-

лельны оси абсцисс на расстоянии 
h

wi  от нее. Площадь гистограммы от-

носительных частот равна сумме всех относительных частот, то есть 

единице. Пример гистограммы относительных частот приведен на 

рис. 33.3. 
 

0 x

h

wi

i  
Рис. 33.3. Гистограмма  

относительных частот 
h

wi
 

Можно строить также 

гистограммы частот im  и от-

носительных частот iw . 
 

 

 

Пример 33.3. Для интервального вариационного ряда с объемом 

выборки 20n  построить гистограмму частот и гистограмму относи-

тельных частот: 
 

ii xx 1  9 – 10 10 – 11 11 – 12 12 – 13 13 – 14 14 – 15 15 – 16 

im  2 6 4 3 3 1 1 

iw  0,1 0,3 0,2 0,15 0,15 0,05 0,05 
 

Решение.  

0

1

2

3

4

5

6

 9.5  10.5  11.5  12.5  13.5  14.5  15.5

 
 

Гистограмма частот im  

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

 9.5  10.5  11.5  12.5  13.5  14.5  15.5

 
 

Гистограмма относительных  

частот iw  
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Для  построения  гистограммы  частот  на  оси  абсцисс  отложим  

промежутки и на них построим прямоугольники, высоты которых равны 

h

mi  ( 1h – длины интервалов). Площадь построенных прямоугольников 

равна объему выборки 20n . Для построения гистограммы относи-

тельных частот на оси абсцисс отложим  промежутки и на них построим 

прямоугольники, высоты которых равны 
h

wi . Общая площадь построен-

ных прямоугольников равна единице. 

 

33.4. Связь между характеристиками генеральной и выборочной 

совокупностей 
 

Групповым средним называют среднее арифметическое значений 

признака (см. формулу (33.2)), которые принадлежат группе:   

n

mx

x

k

i
ii

1 . 

При наличии нескольких выборок в генеральной совокупности с 

групповыми средними 1x , 2x , ... , kx  и объемами 1n , 2n , ... , kn  введем 

термин общего среднего ген.x  для всей совокупности. Общее среднее 

равно среднему арифметическому групповых средних, взвешенных по 

объемам групп: 

    
N

nx

x

k

1j
jj

ген. ,     (33.13) 

где j  – номер группы; N  – объем всей совокупности 
k

j
jnN

1

. 

Для того чтобы охарактеризовать рассеяние значений признака X  

генеральной совокупности вокруг своего среднего значения, вводят ге-

неральную дисперсию и генеральное среднеквадратическое отклонение 

по формулам: 

N

Nxx

S

k

1i
i

2

i
2

ген.

ген. ;  ген.ген.
2S ,  (33.14) 
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где возможные значения признака kxxx ,...,, 21  имеют соответственно 

частоты kNNN ,...,, 21  NN
k

i
i

1

. 

 

Пример 33.4. Найти общую среднюю заработную плату по всему 

предприятию, если величина часовой заработной платы рабочих по це-

хам предприятия задана таблицами: 
 

I цех 

 

ІІ цех  ІІІ цех 

, 

ix  im  ix  im   ix  im  

1 4 1 6  1 5 

2 3 2 2  2 8 

4 1 3 8  3 3 

5 2 4 4  5 4 
 

где  ix  – заработная плата (грн); im  – количество рабочих: 101n , 

202n , 203n , 50N . 

Решение.  

Вначале найдем групповые средние по цехам: 
 

4,2
10

25143241
x1 ; 

 

5,2
20

44832261
x2 ;   5,2

20

45338251
x3 . 

 

Таким образом, средняя заработная плата за час по предприятию 

равна:   

48,2
50

205,2205,2104,2
ген.x . 

 

33.5. Статистические оценки и их свойства 

 

Допустим, что экспериментальным путем найдена характеристика 

,*
 которая служит оценкой неизвестного параметра  закона распре-

деления случайной величины .X  
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Приближенное значение параметра генеральной совокупности, 

вычисленное по выборке, называется оценкой параметра.  

Как правило, основными оценками параметров генеральной сово-

купности являются среднее выборочное x , которое является аналогом 

математического ожидания XM , и выборочная дисперсия 
2
 – ана-

лог дисперсии XD . 

Пусть имеем параметр , а 
*
 – его выборочная оценка.  

Для того чтобы оценка 
*
 достаточно полно характеризовала па-

раметр генеральной совокупности, необходимо, чтобы она имела сле-

дующие свойства: несмещенность, состоятельность, эффективность. 

Оценка  параметра  называется несмещенной, если ее мате-

матическое ожидание равно оцениваемому параметру, то есть: 
 

M  (например xMxген. ). 

 

Оценка называется состоятельной, если она при n  схо-

дится по вероятности к оцениваемому параметру, то есть: 
 

1lim *P
n

. 

 

Оценка называется эффективной, если при заданном объеме 

наблюдений она имеет наименьшую дисперсию. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Каковы основные задачи и цели математической статистики? 

2. Как определяются генеральная и выборочная совокупности?  

3. Каковы требования, которым должна отвечать выборочная со-

вокупность? 

4. Перечислить основные методы формирования выборочной со-

вокупности. 

5. Описать основные числовые характеристики закона распреде-

ления. Привести их свойства и геометрическое толкование. 

6. Перечислить дополнительные числовые характеристики. 

7. Что называется эмпирической функцией распределения? Како-

вы ее основные свойства? 
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8. Сформулировать основные принципы группирования эмпириче-

ских данных. 

9. Как геометрически изобразить эмпирические распределения? 

 

Упражнения 

 

33.1. Выборка задана в виде распределения частот: 
 

ix  4 7 8 12 17 

im  2 4 5 6 3 

 

Найти распределение относительных частот и основные харак-

теристики вариационного ряда. 
 

33.2. Построить эмпирическую функцию по заданному распреде-

лению выборки: 
 

ix  2 4 6 

im  10 15 25 

 

33.3. Выборка задана таблицей распределения: 
 

ix  1 2 3 5 

im  15 20 10 5 

 

Найти выборочные характеристики: среднее, дисперсию и среднее 

квадратическое отклонение. 
 

33.4. Выборка задана таблицей распределения 
 

ix  4 8 12 16 20 24 28 

im  15 20 10 5 20 10 20 

 

Найти выборочные характеристики: среднее, дисперсию и среднее 

квадратическое отклонение. 
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34. Методы параметрического и непараметрического  

оценивания параметров 

 

34.1. Точечные оценки параметрической совокупности  

распределений 

 

Оценка  называется  точечной, если она задается одним числом. 

К ней относятся характеристики выборочной совокупности, которые яв-

ляются точечными оценками соответствующих характеристик генераль-

ной совокупности. 

Пусть распределение признака X  генеральной совокупности за-

дано таблицей: 
 

ix  1x  2x  … 
kx   

, 
iM  1M  2M  … 

kM  

 

где ix  – значение признака X ; iM  – частота этого значения ( k,i 1 ). 

Объем генеральной совокупности равен N  ( kMMMN ...21 ).  

 Среднее арифметическое (аналог математического ожидания) 

распределения признака X  в генеральной совокупности, найденное по 

формуле (33.13), называется генеральным средним. Если применяет-

ся выборочный метод, то ставится задача оценить его по данным вы-

борки. 

Пусть распределение признака X  выборочной совокупности зада-

но таблицей: 
 

ix  1x  2x  … 
lx   

 
im  1m  2m  … 

lm  

 

где im  – частота значения ix  ( l,i 1 ), объем выборки равен n  

( l21 m...mmn ).  

 

 Среднее арифметическое распределения выборки найдем по 

формуле (33.2). Выборочное среднее x  является несмещенной оцен-

кой среднего генерального ген.x , то есть: xМ ген.x  
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Докажем, что x  – несмещенная оценка ген.x . 

Рассмотрим x  как случайную величину, а значения признака X   

( nx,,x,x 21 ) как независимые одинаково распределенные случайные 

величины nX,,X,X 21 . Поскольку эти величины одинаково распреде-

лены, то они имеют одинаковое математическое ожидание axM i . 

Известно, что математическое ожидание среднего арифметического 

одинаково распределенных случайных величин равно их общему мате-

матическому ожиданию, то есть:  
 

a
n

X...XX
MxМ n21 . 

 

Математическое ожидание a  каждой из величин равно математи-

ческому ожиданию признака X  генеральной совокупности: 
 

axXM ген. . 

 

 Заменив a  на ген.x , получим: xМ ген.x . 

 

То есть выборочное среднее является несмещенной оценкой гене-

рального среднего. 

Докажем, что выборочное среднее является также состоятельной 

оценкой генерального среднего.  

Пусть случайные величины nXXX ,...,, 21  имеют ограниченные 

дисперсии. Тогда можно использовать для этих величин теорему Чебы-

шева: 
 

1
...21

n

n a
n

XXX
P , 

 

согласно которой при росте n  среднее арифметическое величин, кото-

рые рассматриваются ( x ), стремится по вероятности к общему матема-

тическому ожиданию a , то есть к генеральному среднему ген.x  

( axген. ).  

 Это означает, что выборочное среднее является состоятельной 

оценкой генерального среднего. 
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 Близость выборочных средних к генеральному среднему не зави-

сит от отношения объема выборки к объему генеральной совокупности, 

а зависит от объема выборки: чем объем выборки больше, тем меньше 

выборочное среднее отличается от генерального среднего. 

Выборочная дисперсия является смещенной оценкой генеральной 

дисперсии ген.D , то есть математическое ожидание выборочной диспер-

сии не равно генеральной дисперсии (33.5): 
 

.D
n

1n
DM ген.

 
 

Для доказательства обозначим 
2
0Dген. , 

2D , 0x  – генераль-

ное среднее, x  – выборочное среднее.  

Запишем дисперсию выборки в виде: 
222 xx . 

 

Тогда    
222 xxMM

22 xMxM , 

 

2
0

2
0

2
n

2
2

2
12 xxn

n

1

n

x...xx
MxМ  (для одинаково рас-

пределенных величин),  
 

2
00

2
00

2
xxxMxxxMxM  

 

2
000

2
0 2 xxxxxxM  

 

2
000

2
0 2 xMxxMxxxM  

 

2
0

2
0

2
0 xxDxMxxM  

 

(учитываем 00xxM  – центральное свойство математического 

ожидания). 
 

 Получаем: 
 

2
0

2
02

0

2

0
2
0

2

0
2
0

2 1

n

n

n
xDxxxxDxM . 
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Вернемся к обозначениям выборки и генеральной совокупности 
 

.D
n

1n
DM ген.  

Чтобы сделать оценку несмещенной, умножим на 
1n

n
 последнее 

равенство: 

ген.D
n

1n

1n

n
DM

1n

n
 

Откуда 

.DD
1n

n
M ген.

 

 

Величину D
n

n
Sx

1

2
 называют исправленной статистичес-

кой дисперсией выборки. Она является несмещенной оценкой гене-

ральной дисперсии: 

ген.DSM 2
x . 

 

Пример 34.1. Выборочная совокупность задана таблицей распре-

деления: 

ix  3 3,5 4 4,5 5 

im  5 4 9 4 8 

 

 Найти исправленную выборочную дисперсию. 

Решение.  

По определению исправленная выборочная дисперсия:  
 

D
n

n
Sx

1

2
. 

 

Объем выборки: 3084945n . 
 

Выборочная дисперсия (33.3): 
5

1

21

i
ii mxx

n
D . 
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Выборочное среднее (33.2): 
n

mx

x

5

1i
ii

. 

 

Находим выборочное среднее: 
 

1,4
30

8545,49445,353
x , 

и выборочную дисперсию: 
 

,
30

81,4541,45,491,4441,45,351,43
22222

D  

 

49,0D . 
 

Исправленная выборочная дисперсия: 505,049,0
29

302
xS . 

 

    34.2. Метод максимального правдоподобия. Метод моментов 

 

Метод максимального правдоподобия и метод моментов позволя-

ют найти точку, около которой изменяется неизвестный параметр, кото-

рый необходимо оценить. 

Рассмотрим метод максимального правдоподобия.  

Пусть случайная величина X  соответствует закону распределения 

с вероятностью ,xp  для дискретных случайных величин и плотностью 

распределения ,xf  – для непрерывных, где параметр  оценивает-

ся по результатам эксперимента.  

Ставится задача: при заданном наборе nxxxX ,...,, 21  найти 

такой параметр , чтобы вероятность ,xp  (в дискретном случае) или 

,xf  (в непрерывном случае) была максимальной. 

Пусть X  – дискретная случайная величина. По результатам испы-

таний величина X  принимает значение ix  ( n,i 1 ) с вероятностью 

,ixp .  

Функцией правдоподобия дискретной случайной величины 

X  называют функцию аргумента : 
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,...,,,,...,, 2121 nn xpxpxpxxxL , 

где ix  ( n,i 1 ) – фиксированные числа.  

 

 Оценкой параметра  по методу максимального правдоподобия 

называют такое значение , при котором функция ,ixL  принимает 

максимальное значение.  

 Так как функции L и  Lln  достигают максимума при одном значе-

нии , то вместо функции L применяют Lln : 
 

n

1i
i ,xplnLln . 

 

Чтобы найти точку максимума этой функции, необходимо первую 

производную функции по  приравнять нулю и найти параметр : 
 

0
ln L

. 

 

Это уравнение называют уравнением правдоподобия.  

Если найти вторую производную и определить точки, в которых она 

меньше нуля: 

0
ln

2

2 L
, 

 

то  – точка максимума, она и является оценкой параметра . 
 

Метод максимального правдоподобия наиболее полно использует 

данные выборки относительно параметра, который оценивается. Он 

эффективен также в случаях малых выборок. 

В случае непрерывной случайной величины X  функцией прав-

доподобия называют функцию: 
 

,...,,, 21 nxfxfxfXL , 

где ix  ( n,i 1 ) – фиксированные числа. 

 

Оценку максимального правдоподобия неизвестного параметра  

находят так же, как и для дискретной случайной величины. 
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Если требуется оценить несколько параметров ...,, 21  , заменяют 

в приведенных выше формулах параметр  вектором ..., 21  и 

решают систему уравнений правдоподобия:  0
ln

j

L
, k,j 1 . 

 

Пример 34.2. Найти методом максимального правдоподобия оцен-

ку параметра p  биномиального распределения: 

 

mnmm
nn ppcmP 1 , 

 

если в 1n  независимых испытаниях событие A появилось 11 mx  раз и в 

2n  независимых испытаниях событие A появилось 22 mx  раз. 

Решение.  

Запишем функцию правдоподобия, учитывая, что p : 

 

2121212

2

1

121
121

mmnnmmm
n

m
nnn ppccmPmPL . 

 

Найдем логарифмическую функцию правдоподобия: 
 

pmmnnpmmccL m
n

m
n 1lnlnlnln 212121

2

2

1

1
. 

 

Определим первую производную этой функции и приравняем ее 

нулю: 

0
ln

dp

Ld
. 

Получим: 

0
1

212121

p

mmnn

p

mm
. 

 

 Решим последнее уравнение относительно p . 
 

21

21

nn

mm
p .     (34.1) 

 

 Найдем вторую производную 
2

2 ln

dp

Ld
: 
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2
2121

2
21

2

2

1

ln

p

mmnn

p

mm

dp

Ld
. 

 

Подставим p  из (34.1) и убедимся, что вторая производная отри-

цательна. Таким образом, величина 
21

21

nn

mm
p  является точкой мак-

симума функции Lln  и ее можно принять за оценку максимального 

правдоподобия неизвестной вероятности p  биномиального распреде-

ления: 

21

21

nn

mm
p . 

 

Пример 34.3. Найти по методу максимального правдоподобия 

оценку параметра  для показательного закона распределения с плот-

ностью распределения 
xexf , 0x . 

Решение.  

Функция правдоподобия имеет вид: 
 

xeL , где .
xexf . 

 

Соответственно, логарифмическая функция правдоподобия: 
 

n

i
i

x
n

i

xneL i

11

lnlnln . 

 

Уравнение правдоподобия:    0
ln

d

Ld
 или 0

1

n

i
ix

n
. 

Откуда имеем: 
n

i
ix

n

1

. 

 

Можно убедиться, что 0
ln

2

2

d

Ld
 при определенном значении . 

Таким образом, 

в
n

1i
i

x

1

x

n
. 



 132 

Рассмотрим метод моментов. 

Эмпирическая (выборочная) функция распределения с ростом 

числа наблюдений сколь угодно мало отличается от теоретической (на-

стоящей) функции распределения с вероятностью, сколь угодно близкой 

к единице. Поэтому при большом числе наблюдений выборочные и тео-

ретические моменты близки друг к другу.  

Если теоретическая функция зависит от некоторых параметров, то 

для определения параметров можно использовать выборочные момен-

ты.  Используют начальные и центральные моменты: 
 

k
k xM , 

k

k xMxM . 

 

Метод моментов точечной оценки неизвестных параметров заклю-

чается в том, что приравнивают теоретические моменты распределения 

к соответствующим эмпирическим моментам того же порядка.  

Пусть закон распределения случайной величины X  содержит не-

обходимые для оценки параметры 21,  (например, плотностью рас-

пределения непрерывной случайной величины X  является 21,,xf ).  

Тогда моменты распределения величины X : 
 

dxxxfxM 211 ,, , 

 

xD2 dxxfx 21

2

1 ,, . 

 

Они представляют собой некоторые функции от параметров 21, . 

Если рассмотреть записанные формулы, как уравнения относи-

тельно 21, , а затем заменить теоретические моменты 1, 2  соответ-

ствующими выборочными моментами – выборочным средним x  и выбо-

рочной дисперсией D, то это и даст оценки 1  и 2  по методу моментов. 

 

Пример 34.4. Для показательного закона распределения с плотно-

стью распределения 
xexf  ( 0x ) найти методом моментов на-

чальную оценку неизвестного параметра . 
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Решение.  

Сравним начальный теоретический момент первого порядка с на-

чальным эмпирическим моментом первого порядка: 
 

xM1 ; xxM . 

Для показательного закона распределения 
1

x . Тогда 
x

1
.  

Таким образом, точечная оценка параметра 
x

1
. 

 

34.3. Интервальные оценки. Доверительный интервал 

 

При малом объеме выборки точечная оценка может значительно 

отличаться от оцениваемого параметра, то есть приводить к ошибкам. 

Поэтому следует использовать интервальную оценку, при которой ис-

следуемый параметр покрывают доверительным интервалом.  

Доверительным интервалом называется интервал, который по-

крывает все значения случайной величины с заданной надежностью или 

с заданным уровнем значимости. 

Определим доверительный интервал для среднего генеральной со-

вокупности. Поскольку по теореме Ляпунова при достаточно большом ко-

личестве испытаний все законы распределения приближаются к нормаль-

ному, то при построении доверительного интервала можно допустить, что 

выборка принадлежит нормально распределенной генеральной совокуп-

ности. Используя теорему Лапласа для отклонений нормально распреде-

ленной случайной величины от своего математического ожидания, полу-

чим: 

2aXP . 

 

Пусть t , тогда ttaXP 2 . 

Если взять несколько выборок из генеральной совокупности и вы-

числить 1x , 2x , … , kx , то x  можно рассматривать как случайную вели-

чину, ген.xa , 
n
в , t2

n

t
axP в , где n  – объем выбо-

рочной совокупности. 
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То есть с надежностью tP 2  можно построить доверительный 

интервал для среднего генеральной совокупности:   
   

n

t
xa

n

t
x вв .         (34.2) 

 

При 30n  параметр t  находят в таблице функции )t(Ф  (см. при-

ложение В), при 30n  параметр ),( ntt  – табл. Е.1 из приложения Е 

(при этом вместо в надо поставить исправленное среднеквадратиче-

ское отклонение 
2
xS ). 

С надежностью tP 2  и точностью  можно найти необходи-

мый объем выборки. 

Из формулы 
n

tв  получим:  
2

22 t
n

в
. 

 

Если генеральная совокупность ограничена, тогда надо сделать 

поправку на дисперсию и принять следующее: 
 

N

n
1

n
в , 

N

n
1

n

tв , 

 

где N  – объем генеральной совокупности. 
 

Соответственно, найдем n . 
 

Nn
t

11222
       

22

211

tNn
. 

Окончательно:    
 

N

t

t

tN

Nt

Nt

n
22

2

22

222

22

22

2 1

1
. 

 

Пример 34.5. Случайная величина имеет 5712,x , 5в , 

100n . Построить доверительный интервал для среднего генеральной 

совокупности с надежностью %95 . 
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Решение.  

95,02 tP , тогда 475,0t . 

По таблице значений функции t  получим 96,1t .  

Тогда: 

100

96,15
57,12

100

96,15
57,12 a , 56,1359,11 a . 

 

Таким образом, с надежностью %95  любое число из этого интер-

вала можно рассматривать как среднее генеральной совокупности. 
 

Пример 34.6. Пусть 2x , 2,0 , 1в . Определить, какого 

объема необходимо взять выборку, чтобы построить доверительный ин-

тервал для среднего генеральной совокупности длиной не более 2  с 

надежностью %99 . 

Решение.  

99,02 tP , тогда 495,0t . По таблице значений функции 

t  получим 58,2t . 

По формуле 
n

tв   получаем 
2

22t
n в , откуда 

41166
20

5821
2

2

,
,

,
n . 

 

Следовательно, 167n . 
 

Пример 34.7. Пусть 12x , 4в , 16n . Построить доверитель-

ный интервал для среднего генеральной совокупности с надежностью 

%95 . 

Решение.  

95,0P . По табл. Е.1 приложения Е получим значение параметра 

15,216;95,0t . .,
n

n
D

n

n
S вx 1344

15

16

11

222
 

Тогда: 

16

152134
12

16

152134
12

,,
a

,,
, 2214789 ,a, . 
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Найдем доверительный интервал для оценки генерального 

среднеквадратического отклонения случайной величины. Если 

взять несколько выборок из генеральной совокупности и вычислить 1в , 

2в , … , вk , то в можно рассматривать как случайную величину.  

Возьмем в качестве случайной величины среднеквадратическое 

отклонение s  (
2s  – исправленная выборочная дисперсия).  

Потребуем, чтобы выполнялось условие  
 

ген.sP , 

 

то есть получим доверительный интервал для генерального среднеква-

дратического отклонения с надежностью P : 

 

         ss ген. ,   

s
1s

s
1s ген. , 

       q1sq1s ген. , где 
s

q .         (34.3) 

Значение величины )n,(qq , которая зависит от заданной на-

дежности и объема выборки, находят в специальной таблице Е.2  (при-

ложение Е). 

 

Пример 34.8. Пусть 50n , 82,2s . С надежностью %95  постро-

ить доверительный интервал для ген.. 

Решение.  

По табл. Е.2 (приложение Е) находим 21,050;95,0q .  

Тогда: 
 

21,0182,221,0182,2 ген. ,  
 

412,3228,2 ген. .
 

 

Таким образом, с надежностью 95 % любое число из этого интер-

вала можно взять как генеральное среднеквадратическое отклонение. 
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Вопросы для самодиагностики 

 

1. Что называют статистическими оценками? Каковы требования к 

статистическим оценкам? 

2. Что такое смещенные и несмещенные статистические оценки? 

3. Что называется исправленной дисперсией? 

4. Чем отличаются точечные и интервальные статистические 

оценки? 

5. В чем особенности метода максимального правдоподобия и ме-

тода моментов? 

6. Как найти доверительный интервал для генерального среднего 

и генерального среднеквадратичного отклонения случайной величины, 

которая распределена по нормальному закону? 

 

Упражнения 
 

34.1. Случайная нормально распределенная величина имеет 

715,x , 6, 90n . Построить доверительный интервал для гене-

рального среднего с надежностью 95 %. 

 34.2. Случайная величина распределена по нормальному закону 

(данные в таблице). 
 

іх  1 3 5 7 9 

im  2 5 4 6 3 

  

 Вычислить с надежностью 0,95 доверительный интервал для оцен-

ки генерального среднего. 

 34.3. Количественная характеристика X  генеральной совокупности 

распределена нормально. Из выборки объемом 25n  вычислено сред-

неквадратичное отклонение 80, . Найти доверительный интервал, 

которому принадлежит генеральное среднеквадратичное отклонение  

с надежностью 0,95.  

 34.4. Количественная характеристика X  генеральной совокупности 

распределена нормально. Из выборки объемом 10n  вычислено ис-

правленное среднеквадратичное отклонение 150,S . Найти довери-

тельный интервал, которому принадлежит генеральное среднеквадра-

тичное отклонение  с надежностью 0,999.  
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35. Методы проверки статистических гипотез 

 

35.1. Общее понятие о проверке гипотез.  

Основная гипотеза и альтернативная 

 

При использовании методов математической статистики можно до-

пустить определенный процент ошибочных решений, поскольку они ос-

новываются на случайных величинах и принимаются в условиях неоп-

ределенности. Доля ошибочных решений, которой можно пренебречь, 

называется уровнем значимости ( ). Чаще всего она составляет %5  

или %1 , то есть 05,0  или 01,0 . Другими словами, надо выбрать 

такую вероятность, которую исследователь признает достаточной при 

установлении границ случайного колебания явления. Такую вероятность 

называют надежностью и берут, как правило, равной 0,95 или 0,99. 

При сравнении нескольких статистических характеристик, которые 

вычислены по результатам выборок, возникает потребность установить, 

существенная между ними разница или нет. Существенной называют 

разницу, которая по величине превышает ту, которую можно было бы 

объяснить случайными колебаниями. 

Пусть X  – непрерывная или дискретная случайная величина.  

Утверждение об отсутствии существенной разницы между ее эм-

пирической и теоретической характеристиками называется нулевой ги-

потезой 0H . Вводят альтернативную гипотезу 1H  – противо-

положную нулевой гипотезе. Правило, по которому проверяют нулевую 

гипотезу (принять ее или отклонить), называется критерием согласия. 

Множество значений X , для которых нулевая гипотеза отклоняется, на-

зывается критической областью. 

 

35.2. Ошибки первого и второго рода. Мощность критерия 

 

Правило, по которому принимается решение принять или откло-

нить нулевую гипотезу 0H , называется статистическим критерием. 

Проверку выполнения условий статистических критериев выполняют на 

основе результатов выборки. То есть статистический критерий устанав-

ливает, при каких результатах случайной выборки выдвинутая гипотеза 

принимается, при каких – отклоняется.  
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При проверке гипотез возможны ошибки двух родов. Ошибка пер-

вого рода заключается в том, что нулевая гипотеза 0H  отклоняется, в 

то время как она в действительности правильная. При этом уровень 

значимости обозначают 01,0  или надежность 99 %. Ошибка вто-

рого рода заключается в том, что нулевая гипотеза 0H  принимается, а 

в действительности она неправильная. При этом уровень значимости 

обозначают 050,  или надежность 95 %. 

Ошибку первого рода, которую можно допустить, задают предвари-

тельно. 

Значения параметра, при которых гипотеза 0H  отклоняется, обра-

зуют критическую область.  

Задача проверки гипотезы сводится к нахождению критической об-

ласти при данном уровне значимости.  

Вероятность недопущения ошибки второго рода называют мощ-

ностью критерия.  

 Проверка статистической гипотезы предусматривает последова-

тельное выполнение таких этапов: 

1. Оценка исходной информации и описание статистической мо-

дели выборочной совокупности. 

2. Формулирование нулевой и альтернативной гипотез. 

3. Определение уровня значимости, с помощью которого контро-

лируется ошибка первого рода. 

4. Выбор наиболее мощного критерия для проверки нулевой гипо-

тезы.  

5. Расчет фактического (эмпирического) значения статистики кри-

терия. 

6. Определение критической области и области согласия с нуле-

вой гипотезой, то есть определение табличного (критического) значения 

критерия. 

7. Сопоставление фактического и табличного значений критерия и 

формулирование выводов по результатам проверки нулевой гипотезы. 

 Выбор конкретного метода проверки гипотезы зависит от характера 

исследуемой гипотезы, свойств исходной информации и других условий.  
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35.3. Критерий Стьюдента относительно проверки гипотезы  

о существенности различия двух выборочных средних.  

Критерий согласия относительно частоты 

 

Критерий Стьюдента для проверки гипотезы о существенно-

сти различия двух выборочных средних 

Пусть имеем две выборки из генеральной совокупности. Требуется 

при заданном уровне значимости  проверить нулевую гипотезу, со-

стоящую в том, что различие средних незначимо, то есть нулевая гипо-

теза 210 XX:H  – выборки принадлежат одной генеральной совокуп-

ности.  

Обозначим случайную величину по первой выборке 1X , объем вы-

борки – 1n , по второй выборке – 2X , ее объем – 2n .  

Рассмотрим 21 XX . Если выборки из одной генеральной сово-

купности, то их средние 1X  и 2X  должны быть равными, то есть: 
 

0212121 XXXMXMXXM       

и   2121 XDXDXXD . 
 

 Дисперсия среднего арифметического n  одинаково распределен-

ных случайных величин в n  раз меньше их общей дисперсии, то есть: 
 

1

2
1

1
n

S
XD ,   

2

2
2

2
n

S
XD , 

где 
2
1S , 

2
2S  – исправленные выборочные дисперсии случайных величин 

1X  и 2X  соответственно. 

 

По теореме Лапласа имеем: 
 

 ttXXP 2021 ,  

где 
2

2
2

1

2
1

21
2

n

S

n

S
XXD .  

 

 Следовательно, t
n

S

n

S
tXXP 2

2

2
2

1

2
1

21 , 
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2

2
2

1

2
1

21

n

S

n

S

XX
t .          (35.1) 

 

Если крtt , то с уровнем значимости  гипотеза 0H  принимает-

ся, если крtt  , то гипотеза 0H  отклоняется с надежностью 1P . 

На практике приняты такие значения крt :  

если 96,1t , то с уровнем значимости 05,0  нулевая гипотеза 0H  

принимается, то есть различие средних незначимо, выборки принадле-

жат одной генеральной совокупности; 

если 58,2t , то с надежностью %99  гипотеза 0H  отклоняется, то 

есть выборки принадлежат разным генеральным совокупностям; 

область 58,2t96,1  считается областью неопределенности.  

Если 1n  и 2n  малы, то крt  находят по таблице критических точек 

распределения Стьюдента (см. приложение Ж). 
 

Пример 35.1. Произведены две серии испытаний по 15 в каждой, 

X  – температура режима испытания в эксперименте. 
 

ix1  -3 -2 -1 0 1 2 3 
 

im1  1 3 2 2 2 3 2 
 

ix2  -2 -1 0 1 2 
 

im2  2 5 3 4 1 

 

Проверить, значимо ли различие средних значений с надежностью 

95 %. 
 

Решение.   

Формулируем нулевую гипотезу – 210 XX:H . 

Вычисляем 201 ,X , 202 ,X , 63,31XD , 36,12XD ; 

89,32
1S , 46,12

2S .  

Объемы выборок малы, поэтому по таблице критических точек 

распределения Стьюдента находим 13205015 ,,;t;kt .  
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Рассчитываем статистику критерия Стьюдента: 
 

13,267,0

15

46,1

15

89,3

2,02,0
t , 

 

то есть гипотеза 0H  не будет отклонена. 

Отсюда следует, что различие средних незначимо. 

 

Критерий согласия относительно частоты 

Пусть p  – вероятность события, n  – объем выборки из генераль-

ной совокупности, m – частота события в этой выборке.  

Гипотеза 0H :  частота m близка к теоретической. 

По теореме Лапласа строим критическую область частот: 
 

npXM , ttnpmP 2 , 

 

то есть с надежностью tP 2 : 

 

tnpmtnp .         (35.2) 

 

Если эмпирическая частота не принадлежит этому интервалу, то с 

уровнем значимости p1  нулевая гипотеза 0H  отклоняется. 

 

Пример 35.2. Объем выборки 280n , событие произошло 

151m  раз. Вероятность события 21p . Можно ли считать выбороч-

ную частоту достаточно близкой к теоретической частоте (гипотеза 0H ). 

Решение.  

Теоретическая частота 14021280np , 
 

37,870
2

1

2

1
280npqX . 

 

Выбираем надежность %95 , то есть 95,0P , 95,02 t . 

По таблице 96,1t , тогда 
 

96,137,814096,137,8140 m ,   4,1566,123 m . 
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Частота 151m  принадлежит полученному интервалу. Это значит, 

что гипотеза 0H  принимается – выборочная частота с надежностью 

%95  близка к теоретической. 

Если 157m , то строим доверительный интервал с надежностью 

%99P , то есть ,99,02,99,0 tФP  по таблице находим 58,2t . 

Тогда 58,237,814058,237,8140 m , 6,1614,118 m , то 

есть m входит в область неопределенности. 

 Если же 165m , то m вне интервала с надежностью 99 %, то 

есть гипотеза 0H  отвергается, выборочная частота не соответствует 

теоретической. 

 

35.4. Критерий согласия 
2
 («хи-квадрат») относительно закона 

распределения 

                                  

Часто закон распределения случайной величины в генеральной 

совокупности является неизвестным, но определенные предположения 

относительно его характера можно сделать, судя по гистограмме в вы-

борочной совокупности. В этом случае проверяют нулевую гипотезу 0H : 

генеральная совокупность распределена по предполагаемому закону. 

Критерием согласия называют критерий проверки гипотезы отно-

сительно предполагаемого неизвестного закона  распределения. 

 

35.4.1. Критерий согласия Пирсона 

 Согласно этому критерию наблюдаемое эмпирическое распреде-

ление выборочной совокупности, которое выражено эмпирическими час-

тотами im  сгруппированного ряда, сравнивается с предполагаемым 

теоретическим распределением генеральной совокупности, которое вы-

ражено теоретическими частотами im~ .  

Если число наблюдений очень большое n , то закон распре-

деления случайной величины независимо от того, какому закону рас-

пределения подчинена генеральная совокупность, приближается к рас-

пределению 
2
 с k  степенями свободы, а сам критерий называют кри-

терием согласия «хи-квадрат», или критерием Пирсона. 
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Для проверки нулевой гипотезы 0H  требуется вычислить величину 
 

s

i i

ii

m

mm

1

2
2

~

~
,         (35.3) 

где  s – количество интервалов сгруппированного ряда распределения; 

 im  – эмпирические частоты; 

 im~  – теоретические частоты. 

 

Принято считать, что наблюдений im  в каждом интервале должно 

быть не менее пяти процентов от общего числа наблюдений: nmi 05,0 . 

Если их будет меньше, то необходимо укрупнить интервалы. 

Найденная по формуле (35.3) величина сравнивается с критиче-

скими значениями k2
, которые находят в специальных справочных 

таблицах (см. приложение Д).  

Число степеней свободы k  определяется по формуле: 
 

1rsk , 

где  s – количество укрупненных интервалов; 

 r  – число параметров теоретического закона распределения (для 

нормального и равномерного закона 2r , для показательного – 1r ). 
 

Величина  определяет уровень значимости. Для критерия Пир-

сона будем рассматривать два уровня значимости: 05,0  и 01,0 . 

Если k2
05,0

2
, то нулевая гипотеза 0H  принимается, то есть 

предполагаемый закон распределения соответствует эмпирическим 

данным, при этом мы ошибаемся в пяти случаях из ста, принимая воз-

можно ошибочную гипотезу (ошибка второго рода). 

Если k2
01,0

2
, то нулевую гипотезу следует отвергнуть, то 

есть предполагаемый закон распределения не соответствует эмпириче-

ским данным, при этом мы ошибаемся в одном случае из ста, отвергая 

возможно правильную гипотезу (ошибка первого рода). 

Если kk 2
01,0

22
05,0 , то это область неопределенности 

(гипотезу можно как принять так и отвергнуть) и необходимо использо-

вать другие критерии. 
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Вычисление теоретических частот im~ . 

Если имеем выборку случайной величины X , то по ее значениям 

находят maxx  и minx . Тогда размах варьирования minmax xxR , ок-

руглим 0RR . Найдем шаг варьирования 
S

R
h 0 , где S  – число интер-

валов, тогда таблица вычисления im~  выглядит следующим образом: 

 

Интервалы ix  

 

im

 

ii xh  
it

xxi  it  
i

i

t
f

 

ip~

іhf  
ii pnm ~~

 

0x  – 1x  1x  

 

1m
 

1h  1t  1t  1f  1
~p  1

~m  

1x  – 2x  

 

2x
 

 

2m
 

2h  2t  2t  2f  2
~p  2

~m  

… … … … … … … … … 

1Sx  – sx  sx  

 

sm

 

sh  st  st  sf  sp~  sm~  

  

 В таблице 
2

1 ii
i

xx
x  – середина интервала; im  – эмпирическая 

частота; 
xx

t i
i  – стандартизированная величина; it  – диффе-

ренциальная функция; iii fhp~  – теоретическая вероятность; im~  – тео-

ретическая частота. 

 

 Пример 35.3. Задан интервальный статистический ряд случай-

ной величины X :  

 

Интервалы X  10 – 14 14 – 18 18 – 22 22 – 26 26 – 30 

Частоты 3 8 15 10 4 

 

 Проверить гипотезу о нормальном законе распределения. 
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 Решение. 

 Выдвигаем гипотезу 0H : случайная величина X  распределена по 

нормальному закону. 

 Для определения статистики 
2

 составим таблицу:  

 

ix  12 16 20 24 28  

im  3 8 15 10 4 40 

iimx  36 128 300 240 112 816 

ii mx2
 432 2048 6000 5760 3136 17376 

xx
t i
i  -1,97 -1,03 -0,09 0,84 1,78 – 

it  0,0573 0,2347 0,3973 0,2803 0,0818 – 

i
i

t
f  0,013 0,055 0,093 0,066 0,019 – 

iii nfhm~  2,15 8,79 14,88 10,50 3,06 39,4 

2
i  0,339 0,071 0,001 0,024 0,286 0,721 

 

 Для вычисления x  и  используем формулы (33.2) и (33.4): 
 

;4,20
40

816
x  27,4)4,20(

40

17376 2
. 

 Получили, что 721,02
. 

 Определяем число степеней свободы .21251rsk  

 По таблице приложения Д имеем 0,62
05,0  и 2,92

01,0 . 

 Так как 0,6721,0 2
05,0

2
, то гипотеза 0H  о теоретическом 

нормальном законе принимается. 
 

35.4.2.  Критерий согласия Пирсона по Романовскому 

При достаточно большом числе испытаний ( 300n ) величина 
2
 

имеет закон распределения, близкий к нормальному. 

Ее числовые характеристики:  kM 2
, kD 22

, где k  – чис-

ло степеней свободы ( 1rsk ). 
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Вычислим величину:   

 

k

k
t

2

2

.         (35.4) 

 

Если 96,1t , то с надежностью %95  гипотеза 0H  принимается, 

то есть закон распределения соответствует теоретическому;  

если 58,2t , то с уровнем значимости 01,0  гипотеза 0H  от-

клоняется;  

если 58,2;96,1t  – это область неопределенности. 

 

35.5. Малые выборки. Критерий Стьюдента 

 

Выборки, которые мы рассматривали выше, считались большими. 

Если требуется оценить генеральную совокупность по результатам ма-

лого числа наблюдений ( 30n ), то формулы для больших выборок, ко-

торые основаны на нормальном законе распределения вероятностей, 

дают значительные неточности. Результаты малой выборки оценивают 

исправленной выборочной дисперсией: 
 

  
11

2

2

n

mxx

D
n

n
S i

ii

вx .        (35.5) 

 

Чтобы по результатам малой выборки проверить гипотезу о соот-

ветствии среднего генеральной совокупности некоторому заданному но-

минальному значению, необходимо построить доверительный интервал 

для генерального среднего ( ген.xa ) по формуле: 
 

  
n

tS
xa

n

tS
x

x
в

x
в   и  t

nS

ax
P

x

в
,      (35.6) 

где     – надежность;  

 t  – величина статистики t -критерия Стьюдента, которая зависит 

от уровня значимости 1  и числа степеней свободы 1nk . 

Значения величины t  приведены в специальной таблице (см. приложе-

ние Ж). 
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Пример 35.4. Проведено 16 испытаний. При этом 8,0xS , 

220,xв . С надежностью 95,0  проверить гипотезу о том, что 

ген.xa 220, . 

Решение.  

Выдвигаем нулевую гипотезу 0H : ген.xa 220, . 

Число степеней свободы 116k , уровень значимости  

05,01 , тогда по таблице критических точек распределения 

Стьюдента (см. приложение Ж)  13205015 ,,;t .  

Строим доверительный интервал для генерального среднего:  
 

16

8,013,2
2,20

16

8,013,2
2,20 a , 

 

626,20774,19 a . 
 

Так как ген.xa 220,  принадлежит полученному интервалу, то с 

надежностью 95 % гипотеза 0H  принимается. 

 

Заметим, что при n  распределение Стьюдента совпадает с 

нормальным. 

 

35.5. Критерий Фишера о равенстве двух дисперсий  

для нормальной статистической модели 

 

Пусть имеем две выборки из нормальной генеральной совокупно-

сти, выборочные несмещенные дисперсии которых 
2
1S , 

2
2S . Необходимо 

проверить гипотезу 0H , которая заключается в том, что различие дис-

персий незначимо. Для этого вычисляют значение статистики критерия 

Фишера – Снедекора: 

      
2

2

min

max

S

S
F .         (35.7) 

 

Из таблиц критических точек распределения F  Фишера –

 Снедекора (см. приложение З и приложение И) найдем 21,, kkFкрит. , 
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где 111 nk , 122 nk  – числа степеней свободы большей и мень-

шей дисперсий,  – уровень значимости.  

Если 21 k,k,FF крит. , то с уровнем значимости  гипотеза 0H  

отклоняется, то есть различие дисперсий значимо;  

если 21 k,k,FF крит. , то с надежностью 1  гипотеза 0H  при-

нимается, то есть различие дисперсий незначимо. 

 

Пример 35.5. Имеем две выборки случайных величин X  и Y . Для 

случайной величины X :  101n , 2312 ,Sx ; для случайной величины Y :  

182n ,  4102 ,Sy . Проверить гипотезу о незначимости различия дис-

персий при 05,0 . 

Решение.  

Выдвигаем гипотезу 0H : различие дисперсий незначимо. 

По формуле (35.7) вычисляем: 3
41,0

23,1
2
min

2
max

S

S
F . 

 

 91101k , 171182k , 05,0 , тогда 5,217;9;05,0Fкрит. . 

Так как крит.FF , то различие дисперсий значимо, то есть гипоте-

за 0H  отклоняется. 

 

Реализацию этого критерия удобно представить с помощью табли-

цы дисперсионного анализа.  

В этом случае общую сумму квадратов отклонений значений слу-

чайной величины от ее общего выборочного среднего (sum of squares to-

tal)   

p

i
ij

n

j
ij mxxSST

i

1

2

1

)(  

( x  − общее среднее; p  – количество выборок (групп); in  – объем i -ой 

выборки; ijm  – частота значения ijx  в i -ой выборке в случае сгруппиро-

ванных данных) представляют в виде суммы: 
 

SSESSRSST , 
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где  SSR − сумма квадратов отклонений групповых средних относи-

тельно общего среднего, которые обьясняются влиянием исследуемого 

фактора (sum of squares by regression),  

p

i
ii xxnSSR

1

2
, 

( ix  − выборочное среднее случайной величины iX  ( pi ,1 ));  

 

SSE − сумма квадратов отклонений значений случайной величины 

от группового выборочного среднего, которые обьясняются неучтенными 

факторами (sum of squares by errors),  
 

p

i

n

j
ijiij

i

mxxSSE
1 1

2
. 

 

Для проверки статистической гипотезы 0H  об однородности всей 

выборочной совокупности в целом рассматривают случайную величину 

:F   

1pSSE

pNSSR
F , 

где  
1p

SSR
 − удельная сумма квадратов отклонений, которые обьясня-

ются влиянием исследуемого фактора;  

      
pN

SSE
− удельная сумма квадратов отклонений, которые обьясня-

ются случайными причинами.  

 

При этом следует учитывать, что число степеней свободы для SSR 

равно 1pdfR . Общее число степеней свободы для выборочной со-

вокупности объемом N  составляет 1NdfT . Для SSE число степе-

ней свободы равно pNdfdfdf RTE .  

По основной гипотезе 0H  считается, что для всех групп факторов, 

которые исследуются, математическое ожидание признака является по-

стоянным, то есть: )(...)()( 21 pXMXMXM . При этом предусмат-

ривается, что дисперсия  признака под  воздействием  исследуемого 
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фактора равна дисперсии признака, которая объясняется случайными 

ошибками.  

В соответствии с альтернативной гипотезой 1H  дисперсия призна-

ка, которая обусловлена влиянием исследуемого фактора, существенно 

превышает дисперсию признака под воздействием случайных ошибок.  

Случайная величина F  распределена по статистике Фишера –

Cнедекора со степенями свободы 11 pdfk R  (число степеней сво-

боды числителя – большей из дисперсий) и pNk2  (число степеней 

свободы знаменателя – меньшей из дисперсий). В соответствии с при-

нятым предварительно уровнем значимости  и числом степеней сво-

боды для обеих дисперсий находим критическую точку распределения 

Фишера – Снедекора 
21,, kkF .  

Если эмпирическое значение критерия не превышает критическое 

значение 
21,, kkF , то гипотезу 0H  нет причин отклонить, следовательно, 

влияние фактора на признак X  следует считать статистически несуще-

ственным. Если же эмпирическое значение критерия превышает крити-

ческое, то тем самым подтверждается наличие влияния определенного 

фактора на признак X .  

Отчет о результатах дисперсионного анализа можно представить в 

форме таблицы (табл. 35.1).  
 

Таблица 35.1 
 

Форма таблицы однофакторного дисперсионного анализа 
 

Изменчи-

вость  

признака 

 

Сумма квадратов 

отклонений, 

SS  

Число  

степеней 

свободы, 

df  

Статисти-

ческая оце-

нка диспер-

сии,  MS  

Значение статисти-

ки  критерия Фише-

ра – Снедекора 

эмпири-

ческое 

критиче-

ское 

Межгруппо-

вая 

 

p

i
ii xxn

1

2
 

 

1p  1p

SSR
 

 

 

 

.эмпF  

 

 

 

21,, kkF  Внутри-

групповая 

p

i

n

j
ijiij

i

mxx
1 1

2
 

 

pN  
pN

SSE
 

Общая 

p

i

n

j
ijij

i

mxx
1 1

2
 

 

1N  
1N

SST
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 Кроме решения основной проблемы, дисперсионный анализ также 

позволяет проверять гипотезу об однородности нескольких выборочных 

совокупностей. 

 

Пример 35.6. Имеются данные о часовой заработной плате в ус-

ловных единицах для рабочих по цехам предприятия: 
 

I цех 

 

ІІ цех  ІІІ цех 

, 

ix  im  ix  im   ix  im  

1 4 1 6  1 5 

2 3 2 2  2 8 

4 1 3 8  3 3 

5 2 4 4  5 4 
 

где  ix  – заработная плата; im  – количество рабочих: 101n , 202n , 

203n , 50N . 

 Проверить на уровне значимости 05,0 , существенно ли разли-

чается зарплата рабочих по цехам. 

 Решение. 

Имеем три группы наблюдений. Зарплата труда в каждом цехе 

предприятия является случайной величиной iX , где 3,1i .  

Проверяем гипотезу 0H : )()()( 321 XMXMXM , то есть качест-

венный фактор (работа в определенном цехе) не влияет на зарплату ра-

бочих.  

Определим групповые средние, которые соответствуют фиксиро-

ванному значению фактора, и общее среднее: 
 

;4,2
10

24

10

251432411 1

1
11

1
1

n

j
jjmx

n
x  

 

;5,2
20

50

20

448322611 2

1
22

2
2

n

j
jjmx

n
x  

 

;5,2
20

50

20

453382511 3

1
33

3
3

n

j
jjmx

n
x  
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.48,2
50

124

50

205,2205,2104,21 3

1j
jjnx

N
x  

 

Результаты расчетов  квадратов отклонений значений случайных 

величин ix  от их групповых средних ix  и от общего выборочного сред-

него x    представлены в табл. 35.2 и 35.3 
 

Таблица 35.2 

Результаты расчетов квадратов отклонений значений случайных 

величин ix  от их групповых средних ix   
 

jm1  
jj mxx 1

2

11  jm2  
jj mxx 2

2

22  jm3  
jj mxx 3

2

33  

4 7,84 6 13,5 5 11,25 

3 0,48 2 0,5 8 2 

1 2,56 8 2 3 0,75 

2 13,52 4 9 4 25 

 24,4  25  39 

 

Таблица 35.3 

Результаты расчетов квадратов отклонений значений случайных 

величин ix  от общего выборочного среднего x   
 

jm1  
jj mxx 1

2

1  jm2  
jj mxx 2

2

2  jm3  
jj mxx 3

2

3  

4 8,76 6 13,14 5 10,95 

3 0,69 2 0,46 8 1,84 

1 2,31 8 2,16 3 0,81 

2 12,70 4 9,24 4 25,40 

 24,46  25,01  39,01 

 

По данным табл. 35.2 находим остаточную вариацию как сумму 

квадратов отклонений внутри групп:  
 

4,8839254,24
1 1

2p

i

n

j
ijiij

i

mxxSSE . 
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По данным табл. 35.3 находим сумму квадратов отклонений значе-

ний случайной величины от общего среднего, то есть вычисляем полную  

вариацию: 
 

48,8801,3901,2546,24
1 1

2p

i

n

j
ijij

i

mxxSST . 

 

Далее вычисляем сумму квадратов отклонений между группами (то 

есть вариацию, которая обусловлена влиянием исследуемого фактора): 
 

.08,0)48,25,2(20

)48,25,2(20)48,24,2(10)(

2

222

1

xxnSSR
p

i
ii

 

 

Проверяем выполнение соотношения:  
 

SSTSSESSR . 

Действительно,  

48,884,8808,0 . 

Следовательно, вычисления не содержат ошибок. 

Теперь строим таблицу результатов однофакторного дисперсион-

ного анализа (табл. 35.4). 

 

Таблиця 35.4 

Таблица результатов дисперсионного анализа 
 

Компонента  

вариации 

Сумма  

квадратов 

Число степеней 

свободы 

Удельная сумма квад-

ратов отклонений 

Между цехами SSR= 0,08 Rdf 2 MSR 0,04 

Внутри цехов SSE= 88,4 Edf 47 MSE 1,88 

Полная SST = 88,48 Tdf 49 MST 1,81 

 

По данным табл. 35.4 находим эмпирическое значение статистики 

F -критерия: 

 021,0
88,1

04,0

)1(

)(

MSE

MSR

pSSE

pNSSR
F . 
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По статистике Фишера – Снедекора (см. приложение З) при уровне 

значимости 05,0  и числах степеней свободы 11 pk  и pNk2  

находим предельное  значение критерия:   
 

18,3)47;2();1( 05,0FpNpF . 

 

Так как )47;2(18,3021,0 05,0. FFэмп , то основную гипотезу нет 

причин отклонить.  

Отсюда вывод: нельзя считать, что для данной совокупности цехов 

предприятия существует влияние уровня организации производства на 

зарплату рабочих.   

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Охарактеризовать нулевую и альтернативную статистические 

гипотезы. 

2. Что называется статистическим критерием проверки гипотезы?  

Как определяется мощность статистического критерия и уровень значи-

мости? В чем заключаются статистические ошибки 1-го и 2-го рода? 

3. Сформулировать критерий согласия Пирсона. Каковы условия 

его применения? 

4. Описать критерий Стьюдента. Как сравниваются вариационные 

ряды с разными дисперсиями, но одинаковыми математическими ожи-

даниями? 

5. В чем заключается критерий согласия Фишера – Снедекора? 

 

Упражнения 
 

35.1. По результатам исследования двух независимых выборочных 

совокупностей объемами 51n  и 62n , сформированных из генераль-

ных совокупностей, соответствующих случайным величинам X  и Y , вы-

числены выборочные средние этих величин 9,15x  и 1,14y , их исп-

равленные дисперсии 76,142
xS  и 92,42

yS . При уровне значимости 

05,0  проверить нулевую гипотезу о равенстве математических ожи-

даний этих случайных величин )()(:0 YMXMH .  
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35.2. По результатам двух выборок объемами 101n  и 152n , 

которые сформированы из нормальной генеральной совокупности X и Y , 

вычислены исправленные выборочные дисперсии 2,212
xS  и 

36,192
yS . При уровне значимости 05,0  проверить нулевую гипотезу 

о равенстве дисперсий )()(:0 YDXDH . 

35.3. При уровне значимости 0,05 проверить гипотезу о нор-

мальном законе распределения случайной величины в генеральной сово-

купности, если известны эмпирические частоты im  и теоретические час-

тоты im~ : 

im  6 13 38 74 106 85 30 14 

im~  3 14 42 82 99 76 37 13 

 

35.4. В некоторой местности был проведен анализ 100 проб воздуха 

на содержание в нем углеводорода. Результаты анализа приведены в 

таблице: 
 

Интервалы, 

мг/м3 [1
; 
3
) 

[3
; 
5
) 

[5
; 
7
) 

[7
; 
9
) 

[9
; 
1
1
) 

[1
1
; 
1
3
) 

[1
3
; 
1
5
) 

[1
5
; 
1
7
) 

[1
7
; 
1
9
) 

[1
9
; 
2
1
) 

[2
1
; 
2
3
) 

im  2 4 6 10 18 20 16 11 7 5 1 

 

Проверить гипотезу о нормальном распределении исследуемой 

случайной величины.  

 

36. Элементы теории корреляции 
 

36.1. Функциональная и статистическая зависимости 
 

Изучение зависимостей между переменными начнем с двух пере-

менных, которые обозначим X  и Y . Существуют два основных вида за-

висимостей: функциональная и стохастическая (статистическая).  

Функциональная зависимость между двумя переменными x  и 

y  – это, когда каждому значению одной переменной x  соответствует 

определенное значение второй переменной – y , и имеет место уравне-

ние xfy .  
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При функциональной зависимости графики уравнений xfy  и 

yx  одинаковы, то есть не имеет значения, какую переменную счи-

тать независимой переменной, а какую функцией. Таким образом, функ-

циональная зависимость не реагирует на направленность причинно-

следственных связей. 

Пример 36.1. Имеем уравнение 42xy . Отсюда  2
2

y
x . 

Графики этих линий совпадают. Обе прямые проходят через точки 

4,0 yx  и 0,2 yx . 

 

Для случайных величин X  и Y  не всегда можно установить функ-

циональную зависимость. Между такими величинами существует зави-

симость,  при  которой  с  изменением одной величины изменяется рас-

пределение другой величины. Такая зависимость называется стохас-

тической (статистической).  

При статистической зависимости различают две компоненты:  

1) стохастическая – связанная непосредственно с зависимостью 

между функциональным признаком и фактором – аргументом;  

2) случайная – связанная с влиянием случайных факторов на зави-

симость между функциональным признаком и фактором – аргументом.  

Отсутствие второй компоненты приводит к функциональной зави-

симости.  

При статистических связях важны причинно-следственные связи, 

то есть важно, какую из переменных считать функциональным призна-

ком, а какую – независимым фактором. 

Частным случаем статистической зависимости является корреля-

ционная зависимость между двумя случайными величинами, при кото-

рой с изменением одной из них изменяется среднее значение другой. 

Введем понятие «условное среднее» 
ixy . Пусть имеем случайную 

величину Y , связанную с величиной X , и каждому значению X  соот-

ветствует несколько значений Y .  

Например, при 2x  величина Y  принимает значения: 21y , 

82y , 103y . Тогда среднее арифметическое значение Y , которое 

соответствует 2x : 8
3

1086
2xy . 
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Условным средним 
ixy  называют среднее арифметическое значе-

ний Y , которые соответствуют ixx .  

Корреляционной зависимостью Y  от X  называют функцио-

нальную зависимость условного среднего xy  от x : 

 

xfyx . 

 

По результатам одного и того же испытания могут быть получены  

зависимости: xy  и yx , то есть необходимо указать, какую из перемен-

ных считать фактором-аргументом, а какую – функциональным призна-

ком (где причина, а где следствие).  

Уравнение xfyx  называют уравнением регрессии Y  на X , 

функцию xf  – регрессией Y  на X , а график – линией регрессии Y  

на X .  

Можно ввести и другую зависимость: yxy  – уравнение рег-

рессии X  на Y . 

Понятие регрессии и корреляции непосредственно связаны между 

собой. В то время как в корреляционном анализе оценивается теснота 

стохастической связи, в регрессионном анализе исследуется ее форма. 

Оба вида анализа предназначены для выяснения причинных соотноше-

ний между явлениями и для определения наличия или отсутствия связи. 

Различают такие виды корреляции и регрессии: 

1) относительно характера корреляции и регрессии имеем поло-

жительную или отрицательную корреляцию и регрессию. Положитель-

ная – когда с ростом (уменьшением) аргумента x  растет (уменьшается) 

функциональный фактор y .  

Например: между производительностью труда и заработной пла-

той; между выполнением производственного плана и затратами рабоче-

го времени; между техническим уровнем производства и производи-

тельностью труда. Отрицательная – когда с ростом (уменьшением) од-

ной переменной значения второй уменьшаются (растут). Например: ме-

жду производительностью труда и стоимостью изделия; между объемом 

продукции и расходами времени на единицу изделия; 

2) относительно числа переменных: парная или множественная 

корреляция и регрессия.  
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Например: зависимость прибыли предприятия y  от производи-

тельности труда x : xfy  – парная регрессия; зависимость произ-

водительности труда y  от уровня механизации производства 1x , 

фонда рабочего времени 2x , материалоемкости 3x , квалификации 

рабочих 4x : 4321 ,,, xxxxfy  – множественная регрессия; 

3) относительно формы связи: линейная или нелинейная корре-

ляция и регрессия.  

Например: зависимость суммы расходов производства y  от ко-

личества выпускаемой продукции x : baxy  – линейная зависи-

мость; зависимость себестоимости единицы продукции y  от количест-

ва выпускаемой продукции x  за какой-то период: b
x

a
y  – нелиней-

ная зависимость (a  – сумма расходов на прямые производственные по-

требности; b – постоянные расходы на единицу продукции). 

 

36.2. Основные задачи теории корреляции. Корреляционная  

таблица,  корреляционное поле, эмпирические линии регрессии 

 

В теории корреляции решают две основные задачи: 

1. Определение наличия корреляционной связи (если значения xy  

одинаковы для всех значений X , то корреляционная зависимость от-

сутствует), установление формы зависимости (вида функции регрессии) 

и определение параметров уравнения регрессии.  

2. Определение тесноты корреляционной связи. Теснота связи 

оценивается по величине рассеяния значений величины Y  около услов-

ного среднего xy  и характеризует степень влияния изменчивости вели-

чины X  на изменчивость величины Y . 

Для определения наличия корреляционной связи эмпирические 

данные заносят в корреляционную таблицу. Корреляционная таблица 

формируется для сгруппированных наблюдений и содержит интервалы 

изменения величин X  и Y  и частоты совместного появления данной пары 

значений x  и y  (табл. 36.1). 
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Таблица 36.1 

Корреляционная таблица 
 

 
Интерва-

лы  X  

 

10
xx

 

 

21
xx

 
... 

 

ii
xx

1

 
… 

 

lxx
l 1

 
ym  

Интерва-

лы Y  

ix  

ky  
1x  2x  … ix  … 

 

lx  

10
yy  

1y  11m  12m  … im1  … lm1  
1y

m  

21
yy  

2y  21m  22m  … im2  … lm2  
2ym  

… … … … … … … … … 

 

kk
yy

1

 
ky  1km  2km  … kim  … klm  

kym  

… … … … … … … … … 

 

syy
s 1

 
sy  1sm  2sm  … sim  … slm  

sym  

ixm  
1x

m  
2xm  … 

ixm  … 
lxm  n  

 

Обозначим n  – общее количество наблюдений; kim  – частоту совме-

стного появления двух случайных величин ix  и ky , причем nm
k i

ki . 

По горизонтали корреляционной таблицы разместим интервалы 

фактора X , по вертикали – интервалы функционального признака Y . На 

пересечении столбца ix  и строки ky  заносим частоту kim . Через ix  и ky  

обозначены середины интервалов.  

В крайние столбец и строку запишем сумму по строкам и столбцам 

s

k
kix mm

i
1

 и 

l

i
kiy mm

k
1

, причем 

s

k
y

l

i
x nmm

ki
11

.  

 

Из таблицы видим, что каждому значению одной из величин X  или 

Y  соответствует ряд распределения другой величины. 
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Например, для 1xX  имеем ряд: 

 

y  
1y  2y  ... ky  ... sy  

m  11m  21m  ... 1km  ... 1sm  

 

Для 2xX  соответственно имеем: 

 

y  
1y  2y  ... ky  ... sy  

m  
12m  22m  ... 2km  ... 2sm  

 

Вычислим условное среднее: 

1

1

1
1

112111

11212111

......

......

x

s

k
kk

sk

sskk
xx m

my

mmmm

mymymymy
y , 

2

2

1
2

222211

22222121

......

......

x

s

k
kk

sk

sskk
xx m

my

mmmm

mymymymy
y . 

 

Обобщим:   

i

i
x

s

k
kik

xx
m

my

y 1 .              (36.1) 

 

То есть имеем зависимость: 
 

x  1x  2x  ... ix  ... lx  
 

xy  
1x

y  
2xy  ... 

ixy  ... 
lxy  

 

Аналогично для kyY  условное среднее 
k

yyx  вычисляется по 

формуле:    

          

k

k

y

l

i
kii

yy
m

mx

x 1 .                  (36.2) 
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Зависимость имеет вид: 

 

y  
1y  2y  ... ky  ... sy  

 
yx  

1yx  
2yx  ... 

k
yx  ... syx  

 

Корреляционные таблицы дают возможность судить о наличии 

корреляционной зависимости: если xy  yx  изменяются от столбца к 

столбцу (от строки к строке), то между величинами X  и Y  есть корреля-

ционная связь. 

Корреляционное поле – это  графическое  изображение корреля-

ционной таблицы. Корреляционным полем называется точечный график, 

в котором каждая точка является результатом отдельного наблюдения за 

двумя переменными величинами (рис. 36.1).  

 

ss yy 1  
 

  . . . 
   

   
 

… … … … 

   

   

   
 

 

32 yy    

    

    

    
 

. . .  

21 yy   

    

   

    
 

 . . .  

10 yy  

   

   

   
 

  . . .  

kk yy 1  

ii xx 1  
10 xx  21 xx  32 xx  . . . ll xx 1  

 

 

Рис. 36.1. Корреляционное поле и эмпирическая линия регрессии 
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Корреляционное поле можно построить по корреляционной табли-

це. Записываем интервалы величин X  и Y , в каждую клетку на пересе-

чении столбца и строки заносим точки, количество которых отвечают ве-

личинам kim . Если на корреляционном поле сгустки (центры группиров-

ки) смещаются, то можно судить о наличии корреляционной связи между 

величинами X  и Y . На каждом интервале найдем kyx  и 
ixy  по форму-

лам (36.1) и (36.2). Нанесем точки 
ixi yx ,  или ky yx k ,  и соединим их 

ломаными линиями.  

Ломаная линия xy , которая соединяет точки с координатами 

ixi yx , , называется эмпирической линией регрессии Y  на X .  

Ломаная линия yx , которая соединяет точки с координатами 

ky yx k , , называется эмпирической линией регрессии X  на Y .  

 

36.3. Линейная регрессия. Определение параметров линейного 

уравнения парной регрессии 

 
 

36.3.1. Выборочное уравнение прямой линии регрессии  

Рассмотрим первую основную задачу теории корреляции. Эмпири-

ческая линия регрессии строится на фоне корреляционного поля и пока-

зывает, как в среднем изменяется величина Y  с увеличением величины X . 

Если число наблюдений увеличивать, то отдельные точки будут при-

ближаться к линии регрессии. 

Предельное положение эмпирической линии регрессии, к которой 

она приближается при неограниченном числе наблюдений, называется 

предельной теоретической линией регрессии.  

Вид уравнения теоретической линии xfyx  или yxy  

можно установить по внешнему виду эмпирической линии регрессии, ес-

ли ее можно сгладить прямой, то – линейная зависимость, если парабо-

лой, то  – квадратичная зависимость и т. п.  

При определении формы корреляционной связи между двумя пе-

ременными преимущество отдается линейной зависимости baxyxˆ  

или 11ˆ byaxy  по нескольким причинам:  
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во-первых, простота, а в результате – менее сложные расчеты;  

во-вторых, для малых промежутков изменения аргумента криволи-

нейные зависимости можно с достаточной точностью приблизить пря-

молинейными, то есть вместо одной параболы можно рассматривать 

две прямые; 

в-третьих, если величины X  и Y  нормально распределены, то 

форма корреляционной зависимости является линейной. 

 

36.3.2. Определение параметров линейного парного уравнения 

регрессии 

Пусть имеем эмпирические данные: 
 

x  1x  2x  … 
ix  … 

nx  

.эмпy  1y  2y  … 
iy  … 

ny  

 

Построим теоретическое уравнение регрессии в виде: 
 

baxŷ .теор .     (36.3) 

 

Параметры a  и b определим по методу наименьших квадратов 

так, чтобы сумма квадратов отклонений .теорiŷ  от  .эмпiy  была наи-

меньшей: 

n

i
i

n

i
.эмпi.теорi yŷ

1

2

1

2
  min . 

Обозначим: 
n

i
ii

n

i
i ybaxbaF

1

2

1

2 ,  min. 

 

Согласно необходимому условию экстремума функции двух пере-

менных имеем: 

0
,

a

baF
,   0

,

b

baF
. 

 Получаем систему уравнений: 
 

.012

,02

1

1

n

i
ii

i

n

i
ii

ybax
b

F

xybax
a

F
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Запишем эту систему в виде: 
 

n

i
i

n

i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

ybxa

yxxbxa

111

111

2

.1

,

  
n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

ybnxa

yxxbxa

11

111

2

.

,

 

 

Разделим на n  оба уравнения системы: 
 

.

,

11

111

2

n

y

b
n

x

a

n

yx

n

x

b
n

x

a

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

 

 

Поскольку: 
 

x
n

x
n

i
i

1 ;   
21

2

x
n

x
n

i
i

;    y
n

y
n

i
i

1 ;   xy
n

yx
n

i
ii

1 . (36.4) 

 

Получим: 

ybxa

xyxbxa 2

. 

 

Умножим второе уравнение на x  и вычтем из первого уравнения: 
 

xyxbxa

xyxbxa

2

2

 

yxxyxxa
22

. 

 

Тогда:    
22 xx

yxxy
a .         (36.5) 
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Из второго уравнения системы xayb . 

Параметр a  называется коэффициентом регрессии Y  на X  и 

обозначается xy . Величина ( yxxy ) называется ковариацией, или 

корреляционным моментом и обозначается xy ; 
222
xxx  – дис-

персия случайной величины X . 

Таким образом: 
 

2
x

xy
xy ,        xyb xy .    (36.6) 

 

Теоретическое уравнение регрессии Y  на X  имеет вид: 
 

bxy xyˆ .          (36.7) 

 

Аналогично можно получить теоретическое уравнение регрессии 

X  на Y : 

1ˆ byx yx ,          (36.8) 

где   
2
y

xy
yx ,   

222 yyy ,   yxb yx /1 . 

 

Эмпирическая и теоретическая линии регрессии изображаются на 

корреляционном поле. Если теоретическое уравнение регрессии вычис-

лено правильно, то ошибки i  незначительные. Точка yxM ,  – центр 

регрессии, через который проходят обе теоретические линии регрессии. 

Если данные сгруппированы, то по корреляционной таблице вы-

числим: 
n

mx

x i
xi i

; 
n

my

y k
yk k

; 
n

mx

x i
xi i

2

2
; 

n

myx

xy i
ikki

k . 

 

Пример 36.2. Составить линейное парное уравнение регрессии   

bxy xyxˆ  по заданной корреляционной таблице, в которой приве-

дены результаты экзаменов по физике y  и математике x  в одной из 

академических групп  курса: 
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 x  
2 3 4 5 kl  

y   

2 1 2   3 

3 1 6 3  10 

4  5 5  10 

5   1 1 2 

ih  2 13 9 1 25 

 

Решение.  

Вычислим: 
 

36,3
25

84

25

159413322
x ; 

44,3
25

86

25

2510410332
y ; 

76,11
25

294

25

125916139242x ; 

48,12
25

312

25

2251016109342y ; 

343336321232221
25

1

n

yxm

xy i k
kiki

 

88,11
25

297
451409616

25

1
551541445435 ; 

68,0
47,0

32,0

29,1176,11

56,1188,11

36,376,11

44,336,388,11
2xy ; 

16,128,244,336,368,044,3b ; 

16,168,0 xyx . 
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Проверка: 

3x ;  

2,316,1368,0xy ; 23,3
13

546322
yэмп. ; 03,01 . 

4x ;  

88,316,1468,0xy ; 78,3
9

155433
yэмп. ; 1,01 . 

 

Пример 36.3. Зависимость между переменными величинами X  и 

Y  получена на основе эксперимента и представлена следующей табли-

цей: 

ix  1 1,5 2 2,5 3 

iy  2,15 2,3 2,6 2,8 2,5 

 

В предположении линейной зависимости bxy xyxˆ  между X  и 

Y  найти коэффициенты xy  и b. 

 Решение.  

 Исходные данные и результаты вычислений поместим в таблицу: 
 

n  ix  iy  2
ix  ii yx  

1 1 2,15 1 2,15 

2 1,5 2,3 2,25 3,45 

3 2 2,6 4 5,2 

4 2,5 2,8 6,25 7 

5 3 2,5 9 7,5 

 10 12,35 22,5 25,3 

 

Выполняя вычисления, получим: 
 

2
5

10
x ;  47,2

5

35,12
y ; 5,4

5

5,222x ; 06,5
5

3,25
xy . 

24,0xy ,   99,1b . 
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Искомое уравнение имеет вид:   99,124,0 xyx .  

На рис. 36.2 изображены эмпирические точки и найденная теоре-

тическая линия регрессии xŷ . 

 

0

1

2

3

1 2 3 х 

х 

у 

у 

 
 

Рис. 36.2. Теоретическая линия регрессии xŷ   

и эмпирические точки 
 

Проверим уравнение: 
 

35,299,15,124,05,1xy ; 6,299,15,224,05,2xy . 

 

Отклонение: 05,03,235,21 ;  2,06,28,22 . 

 

36.3.3. Коэффициент регрессии, его толкование 

Коэффициент регрессии по своему знаку совпадает со знаком ко-

вариации: если знак xy  «+», то регрессия положительная,  если  знак 

«–», то регрессия отрицательна.  

Коэффициент регрессии xy  – величина размерная. Он показы-

вает, на сколько единиц своего измерения увеличится («+») (уменьшит-

ся («–»)) среднее значение функционального признака xŷ , если фактор 

X  увеличить на единицу своего измерения.  

Действительно, пусть x  получило приращение x , тогда xŷ  – при-

ращение xŷ . Новые данные x  и xŷ  подставим в уравнение регрессии 

(36.7) bxy xyˆ  и получим: 
 

bxxyy xyˆˆ . 
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Отнимем из нового уравнения (36.7), получим: 

 

xy xyˆ ,   или   xy xyxˆ . 

 

Если 1x , то xyxŷ . 

 

Пример 36.4. 78,4ˆ xyx , единицы измерения: X  – гривны, а Y  – 

килограммы. Коэффициент 8,4xy  показывает, что с увеличением 

фактора X  на 1 грн признак xŷ  уменьшится на 8,4  кг. 

 

36.4. Теснота связи в парной линейной корреляционной  

зависимости 

 

36.4.1. Коэффициент корреляции, его свойства и толкование 

Поскольку корреляционный момент (ковариация) xy  – характери-

стика размерная, то вводят дополнительную безразмерную характери-

стику – коэффициент корреляции – показатель тесноты линейной 

связи: 

yx

xy
xyr .     (36.9) 

 

Знаки коэффициентов yxxyxyxyr ,,,  совпадают.  

 

Свойства коэффициента корреляции xyr : 

1. Если случайные величины X  и Y  линейно независимы, то 

0xyr  (так как 0xy ). 

2. Если случайные величины линейно зависимы baxy , то 

1xyr . 

 Действительно,  

bxaxxy 2
; xbxaxy 2

; bxay ; 
 

2222
xy abax ;  xy a ; 

  

2222
xxy axxabxaxxbxayxxy . 
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То есть 1
2

xx

x

a

a
r . 

3. 1xyr ,     11 r . 

 

Величина модуля коэффициента корреляции характеризует тесно-

ту линейной корреляционной связи: с ростом xyr  линейная корреляци-

онная связь становится теснее.  

Чем ближе xyr  к единице, тем сильнее линейная корреляционная 

зависимость между фактором X  и признаком Y ; чем ближе xyr  к нулю, 

тем линейная корреляционная зависимость слабее. 

4. yxxy rr  (по определению). 

 

Приведем формулы для вычисления коэффициента корреляции: 
 

2222 yyxx

yxxy
r

yx

xy
xy . 

 

Так как 
2
x

xy
xy , 

2
y

xy
yx , то 

2

22

2

r
yx

xy
yxxy . 

 

Следовательно,   

yxxyxyr , 

 

знак «+», если yxxy ,  положительные; знак «–», если yxxy ,  от-

рицательные. 

 

 Пример 36.5. Для признаков ix  и ky  при объеме выборки 100n  

получено: 2296iihx , 269kkly , 6272ikki myx , 4572 ,sx , 

21102 ,sy , где ikki m,l,h  – соответствующие частоты. Оценить тесноту 

связи.  

 Решение.  

 Из условия получим: 96,22x ;  2,69y ;  72,62xy ; 
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9576069296227262 ,,,,yxxyxy ; 

 Коэффициент корреляции: 1100
2110457

95760
,

,,

,

ss
r

yx

xy
.  

 

 Так как число r  близко к нулю, значит линейная корреляционная 

связь очень слабая.  

Получим уравнение регрессии в стандартизированных переменных. 

 Запишем уравнение регрессии (36.7) bxy xyˆ .  

Линия регрессии проходит через центр регрессии – точку yxM , .  

Подставим координаты точки M  в уравнение регрессии: 
 

bxy xy .     (36.10) 

 

Вычтем из уравнения (36.7) уравнение (36.10), тогда получим: 
 

xxyy xyˆ . 

x

y

yx

yxy

x

xy
xy r

22
, 

то есть                 xxryŷ
x

y
, 

или      

                  
xy

xx
r

yŷ
.                 (36.11) 

Обозначим x
x

y
y

t
xx

t
yy

;
ˆ

ˆ , где xy tt ,ˆ  – стандартизирован-

ные переменные.  
 

Тогда уравнение регрессии будет иметь вид: xŷ trt . 

Аналогично получим сопряженное уравнение, когда X  – функцио-

нальный фактор, Y  – фактор-аргумент:   
 

yx̂ trt . 
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Если в уравнении (36.11) обозначить xxxyyy ;ˆˆ , то 

получим: 

xy

x
r

ŷ
. 

Если  взять  в  последнем  равенстве  xx ,  то  получим: r
ŷ

y

, 

откуда  yrŷ .  

Таким образом, коэффициент корреляции показывает, на какую 

часть своего среднеквадратического отклонения y  изменится среднее 

значение функционального признака Y , если фактор X  увеличится на 

свое среднеквадратическое отклонение x .  

 

36.4.2. Эмпирическое корреляционное отношение, его свойства 

Так как коэффициент корреляции является полноценным показа-

телем тесноты связи лишь в случае линейной зависимости между пере-

менными, то возникает необходимость в достоверном показателе ин-

тенсивности связи при любой форме зависимости. 

Как известно, рассеяние функционального признака Y  характери-

зует дисперсия: 
 

n

myy
k

yk

y

k

2

2
.        (36.12) 

 

Существует два вида рассеяния: 

а) рассеяние, которое обусловлено влиянием фактора X  
2

xy ; 

б) рассеяние, которое обусловлено влиянием других факторов, 

кроме X  
2

/ xy . 

Запишем основное дисперсионное уравнение: 
 

         
222

xyyy x
.               (36.13) 

 

Если 02
xy , то рассеяние Y  полностью обусловлено  влиянием 

побочных  факторов,  то  есть  между  фактором X   и  признаком Y  нет 

корреляционной связи;  
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если 02
xy , то рассеяние Y  обусловлено только фактором X , 

то есть между X  и Y  функциональная зависимость.  

Разделим обе части дисперсионного уравнения (36.13) на 
2
y :  

 

2

2

2

2

1
y

xy

y

yx .     (36.14) 

Слагаемое 
2

2

y

xy
 характеризует относительное влияние побочных 

факторов на функциональный фактор Y . Слагаемое 
2

2

y

yx  характеризует 

относительное влияние фактора X  на функциональный фактор Y , то 

есть характеризует тесноту корреляционной связи между X  и Y . 
 

Показателем тесноты связи между фактором X  и признаком Y  

является эмпирическое корреляционное отношение: 
 

2

2

y

y

xy
x ,     (36.15) 

где   
2

22

2 y
n

my

n

myy
i

xx
i

xx

y

iiii

x
. 

 

Величина 
2

xy  показывает, какая часть полной изменчивости 

функционального признака Y  объясняется влиянием фактора-аргумента X . 

Например, величина 78,02
xy  означает, что %78  изменчивости при-

знака Y  обусловлено влиянием фактора X  и только %22  изменчиво-

сти признака Y  обусловлено влиянием других неучтенных факторов. 

Корреляционные отношения 

y

y

xy
x ,  

x

x

yx
y

    (36.16) 

являются значениями, полученными по эмпирическим данным. 



 175 

Величина  характеризует тесноту связи в корреляционной зави-

симости и имеет такие свойства: 

1) 0 (по определению); 

2) величина  принимает значения между нулем и единицей: 

10 ; 

3) если 1, то связь между X  и Y  функциональная (поскольку 

02
xy ), то есть отсутствует рассеяние внутри группы, для каждого ix  

одно iy ); 

4) если 0, то 0
xy , то между X  и Y  нет корреляционной за-

висимости; 

5) если величина  приближается к нулю, то связь между X  и Y  

слабая;  

если величина  приближается к единице, то связь между X  и Y  

сильная. 

При парной линейной корреляционной зависимости имеем: 
 

2222
xxyxyxyy bDxDbxD

x
. 

 

То есть     

  r
yx

xy

y

xxy

xy ,      (36.17) 

где r  – коэффициент корреляции. 
 

Так как по определению 
yx

xy
r , то, если r

xy
, то имеет ме-

сто линейная корреляционная зависимость. Если r , то зависимость 

между X  и Y  нелинейная. 

Действительно, если зависимость вида cbxaxy 2ˆ , тогда  
 

2
y

22222222
ŷ xacbxxaŷD , 

где  
2
y  – линейная составляющая; 

  
222 xa  – положительное слагаемое.  
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Отсюда 
2
y

2
y

222

нелинейн.

xa
, то есть rнелинейн. , окон-

чательно 1r . 

 

 Пример 36.6.  Найти корреляционное отношение xy  и пояснить 

полученый результат, если 52,8y  и 16,1022
yS .  

 

ix
y  30 36,25 50,2 61,25 59,52 70 

i
h  3 8 49 16 21 3 

 

 Решение.  

 Для вычисления корреляционного отношения xy  заполним сле-

дующую таблицу: 

 

ix
y  30 36,25 50,2 61,25 59,52 70 

ih  3 8 49 16 21 3 

2

ix iy h  2700 10512,5 123481,96 60025,0 74395,238 14700,0 

 

 69285814
2

,hy ixi , 100ih , 14692858
2

,yxi .   

 

 Следовательно,   
 

2

2 2858,1469 52,8
0,688

102,16
у
х

 и  0,688 0,829у
х

. 

 

 Так как 
2 0,688у

х

, то можно сказать, что 68,8 % изменчивости 

фактора Y  зависит непосредственно от изменчивости X .  
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36.4.3. Взаимное положение сопряженных теоретических линий 

регрессии 

Теоретические линии регрессии xŷ  и yx̂  пересекаются в точке 

yxM , . Из уравнений регрессии имеем такие угловые коэффициенты 

теоретических прямых: 

xyxyx kbxy 1 ,  

yx
yxy kbyx

1
21 . 

Коэффициент корреляции 12r , поэтому: 

2111 kkyxxyyxxy . 

 

То есть теоретическая линия регрессии yx̂  проходит круче теоре-

тической линии регрессии xŷ . Угол между этими линиями определяется 

по формуле: 
21

12

1 kk

kk
tg . 

Учитывая значение 1k  и 2k , получим: 

 

22

211

1

1

yx

yx

xy

xy

xyyx

yxxy

yxxy

xyyx

r

r
tg .    (36.18) 

 

Можно сделать такие выводы (рис. 36.3): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 36.3. Взаимное положение  

теоретических линий регрессии xŷ  и yx̂  

1) если 1r , то 0tg , 0; 

2) если 0r , то tg ,   

2; 

3) чем больше значение ко-

эффициента корреляции, тем 

ближе друг к другу размещены 

сопряженные теоретические 

линии регрессии; 

4) чем более слабая корреля-

ционная зависимость, тем 

больше угол между сопря-

женными линиями регрессии. 

y
 

y
 

x
 

x
 

M
 

1
 

2
 

 

yx̂

 

xŷ  
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36.4.4. Проверка значимости параметров корреляционной зави-

симости 

1. Проверка существенности корреляционной зависимости (зна-

чимости регрессии).  

Как известно, к эмпирическим показателям корреляции относятся 

коэффициент корреляции r  и корреляционное отношение . Коэффи-

циент корреляции – величина случайная (если взять несколько выборок, 

коэффициент корреляции будет разным). Поэтому проверяется гипотеза 

о его значимости (существенности), то есть существенно ли r  отличает-

ся от нуля или это отличие можно приписать влиянию случайных факто-

ров. 

Если рассматривать большой объем выборки, то можно допустить, 

что случайная величина r  удовлетворяет нормальному закону распре-

деления, тогда имеет место теорема Лапласа tФ2taXP .  

Если rX , 0ra , то  

tФ2trrP r0 , 

где  n  – объем выборки;  

 
2n

r1 2

r  для 50n ;  

 
n

r1 2

r   для 50n . 

 

Рассмотрим гипотезу 0H : 00r  – в генеральной совокупности нет 

корреляционной связи.  

Тогда tФ2trrP r0 , или tФ2t
r

P
r

. 

 Обозначим 
2

r r1

2nrr
  для 50n  и 

2r1

nr
 для 50n .

 Если t , то с надежностью tФ2  принимается гипотеза 0H  об 

отсутствии корреляционной зависимости (несущественности линейной 

связи).  

Если t , то с надежностью tФ2  гипотеза 0H  отклоняется, то 

есть имеется линейная корреляционная связь и она существенна. 
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На практике для 50n  приняты такие критерии: 

если 58,2 , то с уверенностью %99  можно утверждать, что ли-

нейная корреляционная зависимость существенна (значима). Корреля-

ционная зависимость существует не только для данной выборки, а для 

всей генеральной совокупности; 

если 96,1 , то с уверенностью %95  можно утверждать, что кор-

реляционная зависимость не является существенной (значимой). Кор-

реляционная зависимость характерна только для данной выборки и мо-

жет не существовать в генеральной совокупности; 

если 58,296,1 , это область неопределенности, чаще говорят 

о несущественности корреляционной зависимости, вывод зависит от 

существа вопроса. 

Если выборка небольшая ( 50n ), то величина  имеет распреде-

ление Стьюдента с 2n  степенями свободы. По таблице критических 

точек распределения Стьюдента (см. приложение Ж) находим )2(nt .  

Если )2(05,0 nt , то принимается гипотеза 0H  об отсутствии 

корреляционной зависимости.  

Если )2(01,0 nt , то гипотеза 0H  отклоняется, то есть имеется 

корреляционная связь и она существенна.  

Область неопределенности: )2()2( 01,005,0 ntnt . 

 

2. Проверка линейности корреляционной связи, ее значимости и 

адекватности модели. Доверительный чехол для регрессии. 

Известно, что если зависимость между нормально распределен-

ными X  и Y  линейная (гипотеза 0H ), то r . 

Тогда по теореме Лапласа  tФ2t0rP r , то есть с 

надежностью tФ2 : rtr , где 
2n

r1 2

r  для 50n ; 

n

r1 2

r  для 50n . 

 

Отсюда доверительный интервал для корреляционного отношения 

имеет вид:    

    rr trtr .       (36.19) 
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Если , вычисленное по выборке, принадлежит доверительному 

интервалу, то с надежностью tФ2  принимается гипотеза 0H , то есть 

корреляционная связь линейная.  

Если  не принадлежит доверительному интервалу, то с уровнем 

значимости tФ21  гипотеза 0H  отклоняется, то есть корреляционная 

связь нелинейная.  

На практике для 50n  приняты такие критерии: 

если  принадлежит интервалу с надежностью %95 ,  96,1t , 

то гипотеза 0H  принимается, то есть связь линейная; 

если  не принадлежит интервалу с надежностью %99 , 

58,2t , то гипотеза 0H  отклоняется, то есть связь нелинейная; 

если  не принадлежит интервалу с надежностью %95 , а  

принадлежит интервалу с надежностью %99 , то это область неоп-

ределенности. 

Если выборка небольшая ( 50n ), то величину )2n(tt  нахо-

дят по таблице (см. табл. Е.1 приложения Е). 

 

Пример 36.7. 100n , 764,0r , ,,8310  05,0 . 

Исследовать существенность и линейность корреляционной связи. 

Решение. 

Проверим существенность корреляционной связи: 
 

3718
4160

647

76401

107640
2

,
,

,

,

,
. 

 

Так как 58,2 , то регрессия значима, корреляционная зависи-

мость существенна с надежностью %99 . 

Проверим линейность корреляционной связи с уровнем значимо-

сти 05,0 : 

;
,

,,
,

,,
10

4160
9617640

10

4160
9617640      

 

84606820 ,, . 
 

С надежностью %95  можно утверждать, что модель линейная. 



 181 

Для проверки значимости модели регрессии и ее адекватности 

(соответствия) наблюдаемым данным можно использовать критерий 

Фишера, построенный на отношении двух несмещенных оценок диспер-

сий, который зависит от числа степеней свободы 1k  и 2k . 

Значимость парной регрессии (гипотеза 0H ) для сгруппированных 

данных по критерию Фишера определяется с помощью статистики: 
 

11 2

2

k

kn
F

xy
,     (36.20) 

где  n  – число наблюдений;  

 k  – число интервалов по фактору X ;  

 1kk1 , knk2  – числа степеней свободы. 

 

Расчетное значение статистики Фишера необходимо сравнить с 

табличными величинами с параметрами 1k , kn  при уровне значи-

мости 05,0 , 01,0 : knkF ;105,0 ;  knkF ;101,0  (см. при-

ложения З и И).  

Если 050,FF
xy

, то регрессия не является значимой, корреляцион-

ная зависимости нет, гипотеза 0H  отклоняется;  

если 010,FF
xy

, то корреляционная зависимость существенна (зна-

чима), гипотеза 0H  принимается; 

если 010050 ,, FFF
xy

, то более правильно считать регрессию не-

значимой. 
 

Значимость регрессии (гипотеза 0H ) можно проверить с помощью 

параметра RF : 
 

1

2

1 2

2 n

r

r
FR .    (36.21) 

 

По специальным таблицам находим величины статистик критерия 

Фишера: 2;101,0 nF  и 2;105,0 nF .  
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Если 01,0FFR , то регрессия в целом значима, гипотеза 0H  при-

нимается;  

если 05,0FFR , то регрессия не является значимой, гипотеза 0H  

отклоняется;  

если 01,005,0 FFF R , то это область неопределенности, но бо-

лее правильно считать регрессию незначимой. 

 

Адекватность модели парной регрессии (гипотеза 0H ) для сгруп-

пированных данных по критерию Фишера проверяется с помощью вели-

чины AdF :  
 

21 2

22

k

knr
FAd .      (36.22) 

 

По специальным таблицам находим значения knkF ;201,0  и 

knkF ;205,0 .  

Если 01,0FFAd , то модель неадекватна, то есть необходимо ис-

кать другую форму связи;  

если 05,0FFAd , то модель адекватна. 

Если модель адекватна, то ее отклонения являются случайными 

ошибками, некоррелируемыми между собой и распределенными по 

нормальному закону. Наиболее надежные результаты (с наименьшей 

случайной ошибкой) определяются поблизости центра области рассеи-

вания экспериментальных данных. По мере удаления от этого центра 

надежность расчетных значений уменьшается, что обуславливает необ-

ходимость определения границ применения корреляционной модели. 

С надежностью %95  доверительные границы (границы довери-

тельного чехла) для расчетных значений регрессии вычисляются по 

формуле: 
 

2

22

1
2

1
2

x
y

xx

n

r
y .   (36.23) 
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 Если  в  формуле  (36.23)  обозначить  ,a,yY,xxX x   

2

1
2

2

n

r
b y , то получим уравнение сопряженной гиперболы: 

2

2

1
a

X
bY , или  .

b

Y

a

X
1

2

2

2

2

 

 

 Ширина гиперболической полосы (чехла) на интервале a;a  

приблизительно одинакова и равна b2 . Далее границы полосы сущест-

венно расширяются, приближаясь к линейным асимптотам X
a

b
 – про-

должениям диагоналей прямоугольника с вершинами b;a . 

 В реальных переменных y,x  самое узкое место доверительного 

чехла смещено вправо на x  и доверительная полоса вытянута вдоль 

линии регрессии. На интервале xx x,x  величина доверительной 

ошибки y  практически постоянна и равна 
2

1
2

2

n

r
y . Если за-

дать эти постоянные границы на графике 0bxŷ xy , то получим па-

раллелограмм с вершинами 
2

1
2

2

n

r
y,x yx . В этом паралле-

лограмме проводим диагонали, которые продолжим за его пределами. 

Продолжения диагоналей являются границами %95 -го доверительного 

чехла для .xx x  

 

Пример 36.8. Имеются следующие данные: 60n , 9k , 

598,12

xy , 383,22
y , 448,02r , 2540,x , 1251,x , 258,y .  

Исследовать значимость и адекватность модели регрессии.  

С надежностью %95 построить доверительный чехол вдоль теоре-

тической линии регрессии .,x,ŷ 970430  

Решение. 

Проверим гипотезу 0H  о значимости модели регрессии. 
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 Используем формулу корреляционного отношения (36.15):  
 

67060
3832

5981
2

2
2 ,

,

,

y

y

x
y

x . 

 

По формуле (36.20) получаем:  
 

19,13
19

960

6706,01

6706,0
xyF . 

 

По таблицам критерия Фишера:   
 

10,251;805,0F ; 82,251;801,0F . 

 

 Имеем, что 01,0FF xy , то есть корреляционная зависимость су-

щественна (значима), гипотеза 0H  принимается. 

Проверим гипотезу 0H  об адекватности модели регрессии. 

 

По формуле (36.22) получаем:  
 

94,4
29

960

6706,01

448,06706,0
AdF . 

 

 По таблицам критерия Фишера:  
 

26,251;705,0F ; 14,351;701,0F . 

 

Имеем: ,FF ,Ad 010  то есть модель не является адекватной, гипо-

теза 0H  отклоняется. 

Для построения доверительного чехла вдоль теоретической линии 

регрессии с надежностью %95 вычислим: 

 

3010
260

44801
38322

2

1
2

2

,
,

,
n

r
y . 

 

Получили вершины параллелограма ( 2540,x ; 3010,y ).  

Диагонали этого параллелограмма определяют границы %95 -го 

доверительного чехла (рис. 36.4).      



 185 

 
 

Рис. 36.4. Доверительный чехол 

 

Адекватность модели также можно проверить по остаточной дис-

персии  

n

i
iiост yy

ln 1

22 )ˆ(
1

, 

где  n  – число наблюдений; 

 l  – число параметров модели, которые определяются по методу 

наименьших квадратов ( 2l  для уравнения парной регрессии, 

1ml , m – число факторов); 

 iy  – эмпирические значения; 

 iŷ  – теоретические значения. 

 

Чем меньше остаточная дисперсия, тем лучше уравнение регрес-

сии соответствует опытным данным. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Что называется статистической зависимостью? В чем заключа-

ются ее особенности по сравнению с функциональной зависимостью?  

2. Что называется корреляционной зависимостью?  

3. Как строится корреляционная таблица? Что такое корреляцион-

ное поле? Как вычисляются условные средние?  

4. Что называется эмпирической линией регрессии? 

5. Каковы свойства сопряженных эмпирических линий регрессии? 
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6. Описать свойства выборочного коэффициента корреляции.  

7.   Как вычисляется интервальная оценка коэффициента корре-

ляции? 

8.   Описать свойства выборочного корреляционного отношения. 

9.   Как находят теоретические линии регрессии?  

10. Какие статистические гипотезы используются в регрессионном 

анализе? Как проверить значимость модели и ее адекватность?  

11. Как построить 95 -процентную доверительную полосу (чехол) 

для выборочной линии регрессии? 
 

Упражнения 
 

36.1. Проведено исследование зависимости себестоимости про-

дукции ( y ) от затрат на автоматизацию труда ( x ).  

Составить уравнение прямой регрессии Y  на X , если 

;40,54ix  20;0,789 nyi ; 26,2322;36,33803
2

iii yxy ; 

64,165
2

ix .  

 36.2. Составить уравнение зависимости y  (стоимость основных 

фондов предприятия) и x  (объем валовой продукции), если 68,0yxr , 

16124738250 n;,x,,y xy , оценить значимость коэффи-

циента корреляции,  пояснить результаты. 

 36.3.  Результаты измерений значений двумерной случайной вели-

чины приведены в виде корреляционной таблицы:  
 

X  

Y  
1 2 3 4 5 

4 2 3    

6  4 10 1  

8  3 12 4  

10   3 6 2 

 

Вычислить коэффициент корреляции и проверить существенность 

корреляционной связи между случайными величинами X  и  Y . 

 36.4. Проверить линейную модель на значимость, если 100;n  

0,724xyr . 
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 36.5. Составить уравнение парной регрессии и оценить тесноту 

связи по данным 3627,xy ; 6,229x ; 269y ; 100n ; 

7542 ,x ; 208102 ,y . Проверить значимость и адекватность модели. 

Построить доверительный чехол для теоретической регрессии. 

 36.6. Найти корреляционное отношение /y x  и пояснить результат, 

если 6707598533 2 ,r,,,,y y и условные средние значения фактора 

Y  для постоянного значения фактора X  приведены в таблице: 
 

)xX( i
y  11 18,14 30 33,8 42,05 51 

ixm  4 7 10 57 19 3 

 

 Проверить линейность корреляционной связи с уровнем значимо-

сти 05,0 . 

 36.7. Найти корреляционное отношение y
x

 и истолковать его, ес-

ли 
2 20,36; 136,94; 1,985; 10х yу у s n . 

 36.8. Зависимость между переменными X  и Y  задана корре-

ляционной таблицей сгруппированных данных: 
 

ix  

ky  
1 2 3 4 5 кl  

1 2     2 

2 1 7 2   10 

3  2 5 1  8 

4   1 2 2 5 

ih  3 9 8 3 2 25n  

 

 Построить поле корреляции и эмпирические линии регрессии.  

 Составить уравнения линий регрессий X на Y и  Y на X . 

 Вычислить коэффициент корреляции и корреляционное отноше-

ние.  

 Построить доверительный чехол для теоретической регрессии. 

 Дать пояснение полученным результатам. 
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Раздел 4.  Математическое программирование.  

Исследование операций 

 

37. Предмет математического программирования 

 

37.1. Задачи оптимального управления 

 

Управление и планирование являются наиболее сложными функ-

циями в работе предприятий, фирм, служб администраций всех уровней.  

Задача оптимального управления может быть сформулирована 

следующим образом: 

имеется некоторый объект, состояние которого характеризуется 

двумя видами параметров – параметрами состояния и параметрами 

управления, причем в зависимости от выбора последних процесс управ-

ления объектом протекает тем или иным образом. Качество процесса 

управления оценивается с помощью некоторой числовой функции, на 

основе чего ставится задача: найти такую последовательность значений 

управляющих параметров, для которой данная функция принимает экс-

тремальное значение. 

Существуют различные подходы к классификации задач опти-

мального управления. Прежде всего, их можно классифицировать в за-

висимости от объекта управления: задачи управления с сосредоточен-

ными параметрами (управление самолетом как единым целым); задачи 

управления объектами с распределенными параметрами (управление 

непрерывным технологическим процессом). В зависимости от типа ис-

ходов, к которым приводят применяемые управления, выделяют детер-

минированные и стохастические задачи. В последнем случае резуль-

татом управления является множество исходов, описываемых вероят-

ностями их наступления. По характеру изменения управляемой системы 

во времени различают задачи: с дискретно изменяющимся временем; с 

непрерывно изменяющимся временем. 

 Важной группой математических методов при решении задач 

управления в экономике являются оптимизационные методы, посколь-

ку перед менеджерами, экономистами, работниками системы управле-

ния, инженерами разного уровня возникает проблема принятия 

решения.  



 189 

Примерами оптимизационных задач являются задачи оптимально-

го планирования, в которых выделяют переменные и параметры (коли-

чество продуктов, которое покупается, количество произведенной про-

дукции, количество груза, который перевозится), цель, которую необхо-

димо достичь (функция цели), что следует оптимизировать (минимизи-

ровать расходы на потребление, максимизировать прибыль предпри-

ятия, минимизировать стоимость перевозок) и ограничения, то есть ус-

ловия, которые ограничивают возможности достижения цели (в рационе 

должны быть определены компоненты, ограниченные ресурсы предпри-

ятия, количество товара, который перевозится). Целевая функция имеет 

смысл ожидаемой «ценности», или «полезности». Задача оптимального 

планирования также называется оптимизационной, или экстремальной 

задачей.   

 

37.2. Общая постановка оптимизационной задачи,  

ее структура: целевая функция, ограничения как способ  

описания множества  допустимых решений 

 

В задачах оптимизации должны быть выделены характеристики 

объекта (объектов), которыми можно или нужно варьировать для дости-

жения цели. Такие характеристики называются управляемыми пере-

менными, или управляемыми параметрами. Существуют также не-

управляемые переменные, изменение значений которых не зависит от 

управляющего субъекта. 

Набор значений управляемых переменных в задачах оптимизации 

называется решением. Значения управляемых переменных могут быть 

ограниченными. Решение, которое удовлетворяет выдвинутым ограни-

чениям, называют допустимым решением (планом). Оптимальным 

называется допустимое решение, которое наилучшим образом соответ-

ствует поставленной задаче, например решение, при котором целевая 

функция экстремальна.  

Оптимизационная модель состоит из переменных, ограничений, 

которые на них налагаются, и формулировки цели. Цель определяет це-

левую функцию, которая задается на множестве допустимых решений D. 

Множество D выражает меру реализации цели: если D пустое, то ре-

шения не существует; если D содержит одну точку, то эта точка являет-

ся единственным допустимым решением задачи и такая задача не пред-
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ставляет интерес для исследования; если D содержит больше чем одно 

решение, тогда задача оптимизации предусматривает выделение опти-

мального решения из множества допустимых решений. При этом, если 

D конечное, то оптимальное решение может быть найдено в результате 

простого перебора всех точек D и вычисление в них функции цели. Ес-

ли D бесчисленное или является континуумом, то оптимальное реше-

ние следует искать на бесконечном множестве допустимых решений.  

Математическую модель задачи оптимизации записывают так: 

найти точку nx...,,x,xX 21 , в которой функция цели 

nx...,,x,xf 21  достигнет своего максимума (минимума) при условиях 

(ограничениях):  
 

,,1,,1,0

,...,,, ,21

minjx

bxxxg

j

ini
 

где  XgXf i,  – некоторые функции; 

nx...,,x,xX 21  – набор параметров управления. 

 

Раздел математики, занимающийся изучением экстремальных (оп-

тимизационных) задач управления, планирования и разработкой мето-

дов их решения, получил название математического программиро-

вания. 

В зависимости от вида функции цели и ограничений математиче-

ское программирование делится на линейное и нелинейное. Если функ-

ция цели и система ограничений является линейной, то говорят о ли-

нейном программировании, в противоположном случае, то есть, если 

есть нелинейность или в функции цели, или в системе ограничений, или 

и там, и там, то возникает задача нелинейного программирования.  

В задачах линейного программирования возможны случаи, когда 

параметры управления могут принимать лишь целые дискретные значе-

ния. При решении подобных задач используется целочисленное про-

граммирование. В некоторых случаях исходные параметры задачи могут 

изменяться в некоторых пределах, для их решения применяется пара-

метрическое программирование.  

В случае квадратичной функции цели и линейной системы ограни-

чений или наоборот задачу оптимизации называют задачей квадратич-

ного программирования.  
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Если функцию цели можно представить в виде суммы таких функ-

ций, каждая из которых зависит только от одной переменной, то рас-

сматривают задачу сепарабельного программирования.  

По информационным характеристикам оптимизационные задачи 

разделяются на статические и динамические. Если субъект в процессе 

принятия решения не изменяет свое информационное состояние, то 

принятие решения рассматривается как мгновенный факт и такие зада-

чи называются статическими. Если субъект в процессе принятия ре-

шения изменяет свое информационное состояние, то решение прини-

мается поэтапно и задача называется динамической.  

На практике часто приходится сталкиваться с ситуациями, в кото-

рых необходимо принимать решения при наличии двух или более сто-

рон, имеющих различные цели. Результаты любого действия каждой из 

сторон зависят от решений партнеров. В экономике подобные ситуации 

встречаются довольно часто. Для решения задач с конфликтными си-

туациями используют математические методы теории игр. 

Сетевые модели, в основе которых лежит теория графов, позво-

ляют проводить их оптимизацию, а также совокупность расчетных и ор-

ганизационных мероприятий по управлению комплексами работ при 

создании новых изделий и технологий. 

Цель изучения системы массового обслуживания состоит в том, 

чтобы контролировать ее характеристики для проведения оптимизации 

системы в целом. Рассмотрение моделей управления запасами пресле-

дует цель выбора для предприятий оптимальных расходов на доставку, 

хранение комплектующих материалов и ресурсов, необходимых для из-

готовления изделий. 

Кроме приведенных моделей, к оптимизационным моделям иногда 

относят имитационные модели и эвристические. Имитационные модели 

позволяют имитировать поведение сложных систем, для которых невоз-

можно построить математические модели и получить решение. Здесь 

возникают сложности, связанные с разработкой эксперимента, провер-

кой статистической значимости его результатов, а также сам процесс 

оптимизации является сложным. Если задача оптимизации очень слож-

ная, однако есть предположение, что решение существует, то использу-

ют различные эвристические методы, которые основаны на интуиции 

исследователя или на эмпирических данных.  
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37.3. Примеры моделей задач математического программирования 

в экономике 
 

Простейшая задача производственного планирования 

Пусть имеется некоторый экономический объект (предприятие, 

цех, бригада и т. п.), который может производить некоторую продукцию 

n  видов. В процессе производства допустимо использование m видов 

ресурсов (сырья). Применяемые технологии характеризуются нормами 

затрат единицы сырья на единицу производимого продукта.  

Обозначим через ija  количество i -го ресурса ( m,i 1 ), которое не-

обходимо для производства единицы j -го продукта ( n,j 1 ).  

Весь набор технологических затрат в производстве j -го продукта 

можно представить в виде вектора-столбца: 
 

mj

j

j

j

a

...

a

a

A
2

1

, 

  

а технологию рассматриваемого предприятия (объекта) – в виде прямо-

угольной матрицы pазмеpности nm : 

 

mnmjm

iniji

nj

a...a...a

...............

a...a...a

...............

a...a...a

A

1

1

1111

. 

 

Если j -й продукт производится в количестве jx , то в рамках опи-

санных выше технологий мы должны потратить jjxa1  первого ресурса, 

jjxa2  – второго и т. д., jmjxa  – m-го.  

Сводный план производства по всем продуктам может быть пред-

ставлен в виде n-мерного вектора-строки .x...,,x...,,x,xX nj21   
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Тогда общие затраты по i -му ресурсу на производство всех про-

дуктов можно выразить в виде суммы 
n

j
jij ,xa

1

 представляющей собой 

скалярное произведение векторов jA  и X .  

Очевидно, что всякая реальная производственная система имеет 

ограничения на ресурсы, которые она тратит в процессе производства. В 

рамках излагаемой модели эти ограничения порождаются m-мерным 

вектором ,b...,,b,bb m21  где ib  – максимальное количество i -гo ре-

сурса, которое можно потратить в производственном процессе.  

В математической форме данные ограничения представляются в 

виде системы m неравенств: 
 

.bxa...xaxa

....................................................

,bxa...xaxa

,bxa...xaxa

mnmnmm

nn

nn

2211

22222121

11212111

    (37.1) 

  

Применяя правила матричной алгебры, систему (37.1) можно запи-

сать в краткой форме, представив левую часть как произведение матри-

цы A на вектор X , а правую – как матрицу b:  
 

.bAX       (37.2) 
 

К системе (37.2) также должны быть добавлены естественные ог-

раничения на неотрицательность компонент плана производства: ,x 01  

,x...,,x...,,x nj 0002  или, что то же самое, 

 

 .X 0       (37.3) 
 

Обозначив через jc  прибыль от реализации единицы j -го продук-

та, получим выражение суммарного дохода от выполнения плана произ-

водства, задаваемого вектором X : 
 

             
n

j
jj cXxcZ

1

.      (37.4) 
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Формулы (37.2) – (37.4) являются простейшей математической мо-

делью, описывающей отдельные стороны функционирования некоторого 

экономического объекта, поведением которого мы хотим управлять.  

В рамках данной модели можно поставить различные задачи, но, 

скорее всего, самой «естественной» будет задача поиска такого плана 

производства 
nRX , который дает наибольшее значение суммарного 

дохода, то есть функции (37.4), и одновременно удовлетворяет системе 

ограничений (37.2) – (37.3).  

Кратко такую задачу можно записать в следующем виде: 
 

  max,cXZ  где .X,bAXRXDX n 0   (37.5) 
 

Управление портфелем активов 

 Рассмотрим проблему принятия инвестором решения о вложении 

имеющегося  у  него  капитала.  Набор  характеристик  потенциальных 

объектов для инвестирования, имеющих условные имена от А до F, за-

дается в табл. 37.1. 

 Таблица 37.1 

Характеристики объектов инвестирования 
 

Название Доходность (в %) Срок выкупа (год) Надежность (в баллах) 

А 5,5 2010 5 

В 6,0 2016 4 

С 8,0 2019 2 

D 7,5 2011 3 

Е 5,5 2009 5 

F 7,0 2012 4 
 

Предположим, что при принятии решения о приобретении активов 

должны быть соблюдены условия: 

a) суммарный объем капитала, который должен быть вложен, со-

ставляет $100 000; 

b) доля средств, вложенная в один объект, не может превышать 

четверти от всего объема;  

c) более половины всех средств должны быть вложены в долго-

срочные активы (допустим, на рассматриваемый момент к таковым от-

носятся активы со сроком погашения после 2015 г.); 

d) доля активов, имеющих надежность менее чем 4 балла, не мо-

жет превышать трети от суммарного объема. 
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Приступим к составлению экономико-математической модели для 

данной ситуации. Целесообразно начать процесс с определения струк-

туры управляемых переменных. В рассматриваемом примере в качестве 

таких переменных выступают объемы средств, вложенные в активы той 

или иной фирмы. Обозначим их как .x,x,x,x,x,x FEDCBA   

Тогда суммарная прибыль от размещенных активов, которую полу-

чит инвестор, может быть представлена в виде: 
 

 .x,x,x,x,x,x,P FEDCBA 070055007500800600550   (37.6) 

 

На следующем этапе моделирования нужно формально описать 

перечисленные выше ограничения (a – d) на структуру портфеля: 

a) ограничение на суммарный объем активов: 
 

;xxxxxx FEDCBA 000100      (37.7) 

  

b) ограничение на размер доли каждого актива: 
  

;x,x,x

,x,x,x

FED

CBA

000250002500025

000250002500025
   (37.8) 

  

c) ограничение, связанное с необходимостью вкладывать половину 

средств в долгосрочные активы: 
 

;xx CB 00050       (37.9) 

 

d) ограничение на долю ненадежных активов: 
 

     .xx DC 00030       (37.10) 

 

Наконец, система ограничений в соответствии с экономическим 

смыслом задачи должна быть дополнена условиями неотрицательности 

для искомых переменных: 
 

    .x,x,x,x,x,x FEDCBA 000000     (37.11) 

  

Выражения (37.6) – (37.11) образуют математическую модель по-

ведения инвестора. В рамках этой модели может быть поставлена зада-

ча поиска таких значений переменных ,x,x,x,x,x,x FEDCBA  при кото-
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рых достигается наибольшее значение прибыли (37.6) и одновременно 

выполняются ограничения на структуру портфеля активов (37.7) –

 (37.11). 
 

Транспортная задача 

Рассмотрим проблему организации перевозки некоторого продукта 

между пунктами его производства, количество которых равно m, и n  

пунктами потребления. Каждый i -й пункт производства ( m,i 1 ) харак-

теризуется запасом продукта ,ai 0  а каждый j -й пункт потребления 

( n,j 1 ) – потребностью в продукте .bj 0  Сеть дорог, соединяющая 

систему рассматриваемых пунктов, моделируется с помощью матрицы 

C  размерности nm , элементы которой ijc  представляют собой нормы 

затрат на перевозку единицы груза из пункта производства i  в пункт по-

требления j . План перевозки груза в данной транспортной сети пред-

ставляется в виде массива элементов размерности nm : 

 

.

x...x...x

...............

x...x...x

...............

x...x...x

X

mnmjm

iniji

nj

1

1

1111

    (37.12) 

 

 Если реальная перевозка между пунктами i  и j  отсутствует, то 

полагают 0ijx . 

Ограничения на возможные значения 
mnRX  имеют вид: 

1. Ограничение на удовлетворение потребностей во всех пунктах 

потребления: 
m

i
jij .n,j,bx

1

1     (37.13) 

  

2. Ограничения на возможности вывоза запасов из всех пунктов 

производства: 
n

j
iij .m,i,ax

1

1     (37.14) 
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  3. Условия неотрицательности компонент вектора плана: 
  

.n,j,m,i,xij 110     (37.15) 

 

Существенной характеристикой описываемой модели является со-

отношение параметров ia  и jb . Если суммарный объем производства 

равен суммарному объему потребления, а именно 
m

i

n

j
ji ,ba

1 1

 то сис-

тема называется сбалансированной (закрытой). При выполнении усло-

вия сбалансированности разумно накладывать такие ограничения на 

суммарный ввоз и вывоз груза, при которых полностью вывозится весь 

груз и не остается неудовлетворенных потребностей, то есть условия 

(37.13) и (37.14) приобретают форму равенств. 

По аналогии с задачей производственного планирования предпо-

ложим, что затраты на перевозку прямо пропорциональны количеству 

перевозимого груза. Тогда суммарные затраты на перевозку в системе 

примут вид: 

    .
1 1

m

i

n

j
ijijxcZ      (37.16) 

 

Функция (37.16) и описанные выше ограничения, записанные в 

форме 

  ,X,n,j,bx,m,i,axRXD
n

j
jij

m

i
iij

mn 011
11

 (37.17) 

 

задают транспортную модель. На ее основе может быть сформулиро-

вана задача минимизации суммарных затрат на перевозки: 
 

,min, DxcXZ     (37.18) 

  

которая имеет название транспортной задачи в матричной форме.  

 

Вопросы для самодиагностики 

 

 1. Как классифицируют задачи оптимального управления? 

 2. Сформулировать  общую постановку оптимизационной задачи. 

 3. Привести примеры экономических оптимизационных задач. 
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38. Линейное программирование 

 

38.1. Общая постановка задачи линейного программирования. 

 Экономические примеры использования моделей линейного  

программирования 

 

Линейное программирование – наука о методах исследования и 

отыскания экстремальных (наибольших и наименьших) значений линей-

ной функции, на неизвестные которой наложены линейные ограничения. 

Эта линейная функция называется функцией цели, а ограниче-

ния, которые математически записываются в виде уравнений или нера-

венств, называются системой ограничений. 

Математическое выражение функции цели и ее ограничений назы-

вается математической моделью экономической задачи. 

В общем виде математическая модель задачи линейного програм-

мирования (ЗЛП) записывается как 
 

n

j
jjxcZ

1

minmax  

при ограничениях: 

 

,n,j,m,i,x

,b,xa...xaxa

....................................................

,b,xa...xaxa

,b,xa...xaxa

j

mnmnmm

nn

nn

110

2211

22222121

11212111

 или  

,n,j,m,i,x

,b,xa

j

i

n

j
jij

110

1  

где  jx  – неизвестные;  

jiij c,b,a  – заданные постоянные величины. 

 

Математическая модель ЗЛП может быть задана в канонической и 

неканонической формах. Если все ограничения системы заданы уравне-

ниями, то такая форма модели задачи называется канонической. Если 

хотя бы одно ограничение является неравенством, то форма модели 

задачи ЛП является неканонической.  
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Чтобы перейти от неканонической формы модели к канонической, 

необходимо в каждое неравенство ввести балансовую (дополнитель-

ную) переменную inx . Если знак неравенства ≤, то балансовая пере-

менная вводится со знаком плюс, если знак неравенства ≥, то – минус. В 

целевую функцию балансовые переменные не вводятся. 

Чтобы составить математическую модель ЗЛП, необходимо: 

ввести обозначения переменных; 

исходя из цели экономических исследований, составить целевую 

функцию; 

 учитывая ограничения в использовании экономических показате-

лей задачи и их количественные закономерности, записать систему ог-

раничений.  

Рассмотрим основные экономические задачи, демонстрирующие 

использование модели линейного программирования. 

1. Задача планирования производства: необходимо определить 

план производства одного или нескольких видов продукции, который 

обеспечивает наиболее рациональное использование имеющихся мате-

риальных, финансовых и других видов ресурсов. Такой план должен 

быть оптимальным с точки зрения выбранного критерия – максимума 

прибыли, минимума затрат на производство и т. д. 

2. Задача о смесях: необходимо выбрать наилучший способ сме-

шения исходных ингредиентов для получения смеси с заданными свой-

ствами. Смесь должна иметь требуемые свойства, которые определяют-

ся количеством компонентов, входящих в состав исходных ингредиен-

тов. Как правило, известны стоимостные характеристики ингредиентов и 

искомую смесь требуется получить с наименьшими затратами. Для мно-

гопродуктовых задач, в которых требуется получить несколько смесей, 

характерным является критерий минимизации затрат. Задачи оптималь-

ного смешения встречаются во многих отраслях промышленности (ме-

таллургия, парфюмерия, пищевая промышленность, фармакология, 

сельское хозяйство). Примерами задач о смесях могут служить опреде-

ление кормового рациона скота на животноводческих фермах, составле-

ние рецептуры шихты на металлургическом производстве и т. п. 

3. Задача оптимального раскроя: необходимо выбрать один или 

несколько способов раскроя материала и определить, какое количество 

материала следует раскраивать, применяя каждый из выбранных спосо-

бов. Задачи такого типа возникают в металлургии и машиностроении, 
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лесной, лесообрабатывающей, легкой промышленности. Выделяют два 

этапа решения задачи оптимального раскроя. На первом этапе опреде-

ляются рациональные способы раскроя материала, на втором – решает-

ся задача линейного программирования для определения интенсивности 

использования рациональных способов раскроя. 

4. Задача планирования финансов: требуется  выбрать такие спо-

собы вложения денег под проценты, совокупность которых позволяет 

минимизировать первоначальный вклад, необходимый для выплаты 

займа, или максимизировать доход. При решении задач финансового 

планирования можно учитывать риск и другие факторы, влияющие на 

выбор способов вложения денег. 

Различают две модели задачи планирования финансов. 

Модель А минимизации целевого фонда. Предположим, что в оп-

ределенные моменты времени необходимо выплачивать известные 

суммы денег по взятому ранее займу. Чтобы накопить эти суммы, можно 

заранее создать целевой фонд, а средства из этого фонда использовать 

для срочных вкладов. Каждый срочный вклад характеризуется моментом 

времени вложения, сроком погашения и доходностью. Задача состоит в 

том, чтобы определить минимальный размер целевого фонда и выбрать 

те виды срочных вкладов, которые следует использовать, чтобы сделать 

выплату по займу. 

Модель В максимизации дохода. Предположим теперь, что вклад-

чик собирается делать вклады для того, чтобы через определенный пе-

риод времени получить максимальный доход. Задача состоит в том, 

чтобы определить величину максимального дохода при фиксированном 

размере целевого фонда и выбрать те виды срочных вкладов, которые 

следует использовать. 

5. Транспортная задача: необходимо перевезти продукцию, кото-

рая в определенных количествах предлагается различными производи-

телями. Известны потребности нескольких потребителей в этой продук-

ции. Требуется определить, от каких производителей и в каких объемах 

должны получать продукцию потребители. Поставки должны осуществ-

ляться таким образом, чтобы совокупные издержки на транспортировку 

продукции были минимальными. 

6. Задача о назначениях: назначения исполнителей на различные 

виды работ, например: подбор кадров и назначение кандидатов на ва-

кантные должности, распределение источников капитальных вложений 
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между различными проектами научно-технического развития, распреде-

ление экипажей самолетов между авиалиниями. При этом требуется так 

распределить кадры (средства или виды работ), чтобы общие затраты 

на выполнение были минимальными. 

 

38.2. Графический метод решения задач линейного  

программирования  

 

Допустимым решением (планом) ЗЛП называется вектор 

,x...,,x...,,x,xX nj21  удовлетворяющий системе ограничений.  

Множество допустимых решений образует область допустимых 

решений (ОДР). 

Опорным решением (планом) называется решение, которое 

удовлетворяет условиям неотрицательности. 

Допустимое решение, при котором целевая функция достигает 

своего экстремального значения, называется оптимальным решением 

(оптимальным планом) ЗЛП и обозначается оптX . 

 Наиболее простым и наглядным методом линейного программиро-

вания является графический метод. Он применяется для решения ЗЛП 

с двумя переменными, заданными в неканонической форме, и с многими 

переменными в канонической форме при условии, что они содержат не 

более двух свободных переменных ( 2mn , где n  – количество пе-

ременных, а m – ранг матрицы системы ограничений). 

Теоретической основой графического метода являются некоторые 

понятия аналитической геометрии. Множество точек n -мерного про-

странства, содержащее вместе с любыми двумя точками A и B и их 

выпуклую линейную комбинацию, то есть все точки BAC 21  

( 121 ) отрезка AB, называется выпуклым телом (областью, 

фигурой). Примеры плоских выпуклых фигур приведены на рис. 38.1. 
 

 
Рис. 38.1. Плоские выпуклые фигуры 
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Примеры невыпуклых фигур приведены на рис. 38.2. 

 
Рис. 38.2. Плоские невыпуклые фигуры 

 

Точка A называется внутренней точкой выпуклой области, 

если в сколь угодно малой окрестности этой точки содержатся только 

точки этой области (рис. 38.3). 

Точка B называется граничной точкой выпуклой области, ес-

ли в сколь угодно малой окрестности этой точки содержатся как точки 

данной области, так и не принадлежащие ей (рис. 38.3). 

Точка C  называется угловой точкой выпуклой области, если 

она является граничной и не лежит внутри отрезка, соединяющего две 

другие точки этой области (рис. 38.3). 

 

Рис. 38.3. Типы точек выпуклой области 

 

Если область включает все свои граничные точки, то она называ-

ется замкнутой. 

Выпуклая область может быть ограниченной и неограниченной. 

Ограниченной называется область, если существует такое число 

М > 0, что вектор х , соединяющий любые две точки области, по абсо-

лютной величине меньше М, то есть | х | ≤ М. Для этой области все ее 

точки находятся на конечном расстоянии от начала координат. Если 

найдутся точки области, сколь угодно удаленные от начала координат, 

то область называется неограниченной. 

Выпуклая замкнутая ограниченная область, имеющая конечное 

число угловых точек, называется выпуклым n -мерным многогранни-
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ком. На плоскости это выпуклый многоугольник. Пересечением выпук-

лых областей называется множество точек, являющееся общей ча-

стью этих областей. 
 

Теорема 1. Пересечение выпуклых областей есть выпуклая об-

ласть. 
 

Теорема 2. Множество точек выпуклого n -мерного многогранника 

совпадает с множеством любых выпуклых линейных комбинаций его уг-

ловых точек. 

Построение многоугольника планов 

Известно, что любое уравнение bxaxa 2211  с двумя перемен-

ными геометрически изображает прямую линию на плоскости в декарто-

вой системе координат.  

Каждое неравенство bxaxa 2211  с двумя переменными гео-

метрически определяет полуплоскость в декартовой системе с гранич-

ной прямой bxaxa 2211 , вторую часть полуплоскости определяет не-

равенство bxaxa 2211 .  

Для того чтобы определить размещение соответствующих полу-

плоскостей относительно граничной прямой, надо подставить координа-

ты любой точки (проще всего взять начало координат) в левую часть не-

равенства. Если координаты начала координат или выбранной точки 

удовлетворяют неравенству, то соответствующая полуплоскость вклю-

чает начало координат или выбранную точку. Если координаты начала 

координат или выбранной точки не удовлетворяют неравенству, то со-

ответствующая полуплоскость размещена по отношению к граничной по 

другую сторону, чем начало координат или выбранная точка. Общая 

часть плоскости, определяемая всеми ограничениями, называется мно-

гоугольником планов. Опорной прямой к многоугольнику планов на-

зывается прямая, имеющая с многоугольником, расположенным по одну 

сторону от нее, хотя бы одну общую точку. 

Теорема 3. Если функция цели XF  принимает максимальное 

значение в некоторой точке множества допустимых планов D , то она 

принимает это значение в угловой точке данного множества. 

Теорема 4. Если функция цели XF  принимает максимальное 

значение в нескольких точках множества D (например, в точках 21,AA ), 
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то она принимает это же значение в любой точке, являющейся их вы-

пуклой линейной комбинацией, то есть 2211 AAA , где 121 . 

 

С геометрической точки зрения в ЗЛП требуется найти такую угло-

вую точку или набор угловых точек из множества допустимых решений, 

в которых достигается экстремальное значение функции цели.  

Для нахождения экстремального значения целевой функции XF  

при графическом решении ЗЛП используют вектор-градиент 

XFgrad  на плоскости 21OXX , который обозначим N . Этот вектор 

показывает направление наискорейшего изменения целевой функции, 

он равен: 

21 x

F
,

x

F
XFgrad . 

 

Координатами вектора N  являются коэффициенты целевой функ-

ции XF . Перпендикулярно вектору N  проходит линия уровня, кото-

рую перемещают вдоль вектора N , параллельно себе, пока она не ста-

нет опорной к многоугольнику планов. 

 

Алгоритм решения ЗЛП графическим методом 

1. Находим область допустимых решений системы ограничений 

задачи. 

2. Строим вектор-градиент N . 

3. Проводим линию уровня , которая перпендикулярна вектору 

N . 

4. Линию уровня перемещаем по направлению вектора N  парал-

лельно себе пока она не станет опорной к многоугольнику планов. Точка 

входа в область – точка минимума функции, точка выхода из области – 

точка максимума.  

Если только одна общая точка с областью допустимых решений, то 

эта точка будет точкой экстремума и решение ЗЛП единственное.  

Если окажется, что линия уровня проходит через одну из сторон 

ОДР, то в таком случае экстремум достигается во всех точках соответ-

ствующей стороны, а ЗЛП будет иметь бесчисленное множество реше-

ний. Говорят, что такая ЗЛП имеет альтернативный оптимум, и ее 



 205 

решение находят в виде выпуклой линейной комбинации решений 

*
2

*
1, XX : 

,*
22

*
11 XXX опт  

где  121 . 

 

ЗЛП может быть неразрешима, когда определяющие ее ограниче-

ния окажутся противоречивыми (то есть область допустимых решений 

окажется пустым множеством). 

5. Находим координаты точки экстремума и значение целевой 

функции в этой точке. 
 

Пример 38.1. Найти максимум функции  21 45 xxZ , если  

.0

,0

,6053

,30103

,623

,10

2

1

21

21

21

21

x

x

xx

xx

xx

xx

 

Решение.  

Определим вначале многоугольник решений – ОДР.  

Для этого построим прямые, которые ограничивают этот много-

угольник:  

 I:  1021 xx .    II: 623 21 xx .  

 III: 30103 21 xx .    IV: 6053 21 xx . 

Каждая прямая отсекает отрезки на осях координат: I – (10;10); II – 

(-2;3); III – (-10;3); IV – (20;12). 

 Проверим справедливость каждого неравенства по одной точке 

(начало координат).  

 Рассмотрим первое неравенство: 1021 xx . Начало координат 

(0;0) не удовлетворяет этому неравенству, поэтому область решения 

лежит по другую сторону от прямой I; это показано на рис. 38.4 стрелка-

ми. Для второго неравенства 623 21 xx  начало координат (0;0) 

удовлетворяет этому неравенству, поэтому область решения лежит по 

ту же сторону от  прямой II, что и начало координат.  
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 Рассмотрим неравенство 30103 21 xx . Начало координат (0;0) 

не удовлетворяет этому неравенству, поэтому область решения лежит 

по другую сторону от  прямой ІII.  

 Рассмотрим неравенство 6053 21 xx . Начало координат (0;0) 

удовлетворяет этому неравенству, поэтому область решения лежит по 

ту же сторону от прямой IV, что и начало координат. 

 

Замечание: если ограни- 

чивающая прямая проходит 

через начало координат, то 

вместо точки (0;0) можно взять 

любую другую точку. 

 

 

 

 

 
 

  Рис. 38.4. Многоугольник решений 

 

Образовалась область решения всех неравенств – это много-

угольник АВСД – многоугольник планов.  

Теперь строим градиент целевой функции. Это вектор: N = 45, . 

Далее строим линию уровня, соответствующую 0Z ; она прохо-

дит через начало координат и перпендикулярна N . Перемещая ее в на-

правлении вектора N , видим, что наиболее удаленной вершиной мно-

гоугольника является вершина С. 

Вычислим координаты этой вершины. Точка  С  лежит на пересе-

чении прямых III и ІV. Решим систему уравнений этих прямых: 
 

.xx

,xx

6053

30103

21

21  

 

 Откуда .x,x 610 21  
 

 Следовательно,  .Zmax 7464105  
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Пример 38.2. Найти минимум функции 21 103 xxZ , если 
 

.0,0,6053

,30103

,623

,10

2121

21

21

21

xxxx

xx

xx

xx

 

 

Решение.  

Для построения многоугольника решений можно использовать 

пример 38.1. Далее строим градиент целевой функции (рис. 38.5).  

Это вектор: N = 103; .  

Строим линию уровня 0Z , она проходит через начало координат 

и перпендикулярна N . Пе-

ремещая ее в направлении век-

тора N = 103; , видим, что 

вектор N  является нормаль-

ным вектором прямой III, значит 

линия уровня и прямая III па-

раллельны, то есть при входе в 

область линия уровня совпада-

ет с прямой  DС.  
 

Рис. 38.5. Многоугольник решений       

 

Вычислим координаты точек D и С, а также значение функции це-

ли. Точка  D лежит на пересечении прямых  І и  III. Решим систему урав-

нений: 

.xx

,xx

30103

10

21

21
 

 

Откуда .
13

60
,

13

70
,

13

60
;

13

70
121 Xxx   

Тогда .ZD 30
13

60
10

13

70
3  

 

Точка С  лежит на пересечении прямых  III и IV.  
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Решим систему уравнений: 

.xx

,xx

6053

30103

21

21
 

 

Откуда ,x;x 610 21  6,102X , .ZC 30610103  

Следовательно, минимум будет в любой точке отрезка DС: 
 

,2211min XXX  где 121 . 

 

2121min 6
13

60
;10

13

70
X . 

 

38.3. Исследование задачи линейного программирования:  

понятие опорного плана, теоремы о существовании оптимального 

опорного плана 

 

Известно, что если ранг системы векторов  nAAA ,...,, 21  равен 

nr , то переменные, соответствующие базисным векторам, называют-

ся базисными переменными, а остальные переменные называюся 

свободными переменными и решение  nxxxX ,...,, 21  системы ли-

нейных уравнений BAxAxAx nn...2211 , которое содержит только 

базисные переменные (свободные переменные равны нулю), называет-

ся базисным решением системы. Опорным решением называется 

базисное неотрицательное решение. 

В канонической форме ограничения ЗЛП представлены в виде сис-

темы линейных уравнений, число которых не превышает числа неиз-

вестных. Эта система может не иметь ни одного решения, иметь только 

одно решение, но чаще всего такая система имеет бесчисленное мно-

жество решений.  

Общее число неизвестных в канонической форме обозначим через 

n , число уравнений – через m, где nm . Возможно, что не все уравне-

ния системы являются независимыми, не исключено, что некоторые ог-

раничения дублируют ранее введенные или являются их комбинацией.  

Обозначим через r  – ранг матрицы системы ограничений – число 

линейно независимых уравнений ( mr ).  
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Неоднородная система линейных уравнений может быть решена 

относительно некоторых r  неизвестных, которые будем называть ба-

зисными. Другие ( rn ) неизвестных называются свободными. При 

этой операции все лишние ограничения будут отброшены. Базисные не-

известные выражены через свободные, они являются функциями сво-

бодных неизвестных. Такая форма представления системы линейных 

уравнений называется ее общим решением.  

Если в исходную систему подставить выражения базисных неиз-

вестных  через  свободные,  то  все  уравнения  системы  превратятся  в 

тождества. Отметим, что общее решение – это не числа, а формулы. 

Свободные неизвестные могут принимать произвольные значения из не-

которого интервала, базисные неизвестные вычисляются для каждого 

конкретного набора числовых значений свободных неизвестных. Такие 

числовые решения называются частными решениями системы. Одно 

из этих частных решений, когда все свободные неизвестные приняты 

равными нулю, называется базисным. Если полученное базисное ре-

шение неотрицательно, его называют опорным решением, или базис-

ным планом.  

При этом опорным планом называется неотрицательный набор 

неизвестных, которые удовлетворяют всем ограничениям задачи. Оп-

тимальным планом ЗЛП называется опорный план, который придает 

функции цели экстремальное значение. 
 

 Теорема 1. Если множество планов ЗЛП не пусто, то среди них 

имеется хотя бы один опорный план. 

 Теорема 2. Если множество планов ЗЛП не пусто и целевая функ-

ция ограничена снизу (сверху) на этом множестве, то задача имеет хотя 

бы один оптимальный план. 

 

38.4. Теоретические основы симплекс-метода решения задачи  

линейного программирования 

 

Классическим методом решения ЗЛП стал симплекс-метод, по-

лучивший также название метода последовательного улучшения пла-

на, разработанный в 1949 г. американским математиком Д. Данцигом 

(это обобщение метода разрешающих множителей, разработанного в 

1939 г. отечественным математиком Л. Канторовичем). 
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Метод является универсальным, так как позволяет решить практи-

чески любую задачу линейного программирования, записанную в кано-

нической форме.  

Идея симплекс-метода заключается в том, что начиная с некоторо-

го исходного опорного решения осуществляется последовательно на-

правленное перемещение по опорным решениям задачи к оптимально-

му. Значение целевой функции при этом перемещении для задач на 

максимум не убывает, на минимум – не возрастает. Так как число опор-

ных решений конечно, то через конечное число шагов получается опти-

мальное решение.  

Применение симплекс-метода возможно, если система ограниче-

ний записана в канонической форме и в системе ограничений выделен 

единичный базис таким образом, чтобы правые части системы остались 

неотрицательными. 

Не уменьшая общности, для простоты изложения рассмотрим 

функцию четырех переменных. 

Пусть задана функция цели, которая исследуется на минимум, 

система ограничений приведена к канонической форме и выделен еди-

ничный базис.  

Модель задачи имеет вид:  

  ,min44332211 xcxcxcxcZ  

,

,

,

34343

24242

14141

bxax

bxax

bxax

 .4,1,0 jx j  

 

Исходное базисное решение (план) – 0,,, 3210 bbbX , тогда 

 

3322110 bcbcbcXZ . 

 

Запишем систему ограничений в векторной форме: 
 

044332211 AxAxAxAxA ,  
 

где 

0

0

1

1A ; 

0

1

0

2A ;

1

0

0

3A ;

34

24

14

4

a

a

a

A ; 

3

2

1

0

b

b

b

A . 
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 Координаты векторов 40, AA – это координаты разложения этих 

векторов в единичном базисе  321 ,, AAA , то есть  

 

.

,

3342241144

3322110

AaAaAaA

AbAbAbA
 

 

 Введем обозначения: 

 1. 321 ,, cccCбаз . 

 2. jбазj ACz .  

 3. j j jz c , где jc  – коэффициент функции цели при jx . 

 Вычислим значения jz  и оценки j  для всех векторов: 

 

,0, 111111 czcACz баз  
 

,0, 222222 czcACz баз  
 

,0, 333333 czcACz баз  
 

.0

,

4343242141444

34324214144

cacacaccz

acacacACz баз
 

 

 Выполним симплекс-преобразование однократного замещения ба-

зиса. Умножим 4A  на некоторое 0 и вычтем из 0A , получим 

 

43343224211410 AAabAabAabA . 
 

 Трехмерный вектор 0A  разложен по четырем векторам. Это зна-

чит, что одна координата равна нулю.  

 Выполним симплекс-преобразование, а именно выберем  
 

34

3

24

2

14

1 ,,min
a

b

a

b

a

b
. 

 

 Пусть 
34

3

a

b
, тогда 4224211410 AAabAabA . 
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 Таким образом, в результате симплекс-преобразования получили 

неотрицательные координаты вектора и новый опорный план  
 

,0,, 2421411 ababX , 4242214111 cabcabcXZ . 

 

 Так как функция цели исследуется на минимум, то 1XZ  должно 

быть меньше 0XZ .  

 Поскольку 
34

3

a

b
, то 343 ab  и  

 

.4043432421410

4242141333322111

XZcacacacXZ

cacacbcbcbcbcXZ
 

 

 По условию 0. Тогда, если 04 , то выполняется условие  

01 XZXZ , то есть идем к оптимальному плану, если 04 , то 

01 XZXZ  и исходный план является оптимальным. 

 

 Итак, можно сформулировать критерий оптимальности реше-

ния ЗЛП: если функция цели исследуется на минимум, то при 0j  

план является оптимальным; если функция цели исследуется на макси-

мум, то при 0j  план является оптимальным. 

Рассмотрим ЗЛП в общем виде.  

Найдем минимум (максимум) функции ,...2211 nnxcxcxcZ  

если 

,...

.............................................

,...

,...

2211

21222121

1212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxcxaxa

bxcxaxa

 .,1,0 njx j  

 

 Предположим, что система ограничений приведена к единичному 

базису. 

Векторная форма задачи имеет такой вид: найти минимум (макси-

мум) функции ,CXZ  если 
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02211 ... PPxPxPx nn , ,,1,0 njx j  

где 

0

.

.

.

0

1

1P ; 

0

.

.

.

1

0

2P ;…;

1

.

.

.

0

0

mP ;

1

12

11

1

.

.

.

mm

m

m

m

a

a

a

P ; …; 

mn

n

n

n

a

a

a

P

.

.

.

2

1

; 

mb

b

b

P

.

.

.

2

1

0 . 

 

0,...,0,,...,, 21 mbbbX  – исходный опорный план.  
 

Система единичных векторов mPPP ,...,, 21  образует базис m-мер-

ного пространства, поэтому каждый из векторов nm PPPP ,...,,...,, 21 , а 

также 0P  может быть представлен в виде линейной комбинации векто-

ров данного базиса.  

Пусть mбаз cccC ,...,, 21 , где mccc ,...,, 21  – коэффициенты функ-

ции цели для базисных векторов; jбазj PCz ; jjj cz , тогда 

m

i
iijj PaP

1

 nj ,0 ; j

m

i
ijij

m

i
ijij cacacz

11

;  .,1 nj  

 

Критерий оптимальности можно сформулировать следующим 

образом: 

Если функция цели исследуется на минимум и для некоторого век-

тора, не входящего в базис, выполняется условие 0jjj cz  

nj ,1 , то можно получить новый опорный план, для которого значе-

ние целевой функции будет меньше исходного. Если для всех векторов 

выполняется условие 0jjj cz  nj ,1 , то полученный план яв-

ляется оптимальным. 
 

Для исследования функции на максимум оптимальность плана 

требует выполнения условия 0jjj cz  nj ,1 , а условие  

0jjj cz  означает, что полученный план можно улучшить. 
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При этом могут быть два случая: 

         если все координаты вектора, подлежащего вводу в базис, непо-

ложительные, то ЗЛП не имеет решения; 

 если имеется хотя бы одна положительная координата у вектора,  

подлежащего вводу в базис, то можно получить новый опорный план. 
 

Алгоритм решения ЗЛП симплекс-методом 

1. Записать систему ограничений задачи с положительными сво-

бодными членами в канонической форме, то есть в виде уравнений. 

2. Выделить в системе ограничений единичный базис, сохранив 

свободные члены положительными, то есть выполнить симплекс-

преобразование. 

3. Найти исходный опорный план и значение функции цели. 

4. Проверить исходный план на оптимальность. Для этого необхо-

димо вычислить значения jбазj PCz  и оценки j j jz c . 

Если все оценки 0j  (в случае максимизации целевой функции) 

или все оценки 0j  (в случае минимизации целевой функции), то ис-

ходный опорный план является оптимальным и задача решена. 

Если нарушен критерий оптимальности, то есть среди оценок есть 

хотя бы одна отрицательная (в случае максимизации целевой функции) 

или положительная (в случае минимизации целевой функции), то план 

необходимо улучшить. 

5. Улучшение исходного опорного плана: 

a) если критерий оптимальности нарушен для одного j -го вектора, 

то для него вычисляем параметр:   

ij

i
j

a

b
min , где 0ija , 

 

и соответствующий вектор вводим в базис, используя однократное за-

мещение базиса; 

b) если критерий оптимальности нарушен для нескольких векто-

ров, то для каждого соответствующего вектора вычисляем jj  и в ба-

зис вводим вектор с максимальным значением этого произведения 

( jjmax ), то есть направляющий столбец jP  определяется макси-
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мальным значением абсолютной величины произведения jj , а на-

правляющая строка – минимальным отношением i

ij

b

a
. 

6. Новый опорный план проверяем на оптимальность. Процесс 

продолжаем до тех пор, пока не будет выполнен критерий оптимально-

сти. 

Замечание 1: если для j -го вектора нарушен критерий оптималь-

ности, а координаты j -го вектора отрицательные, то план не является 

оптимальным, улучшить его невозможно, ЗЛП решения не имеет. 

Замечание 2 (проблема вырождения): при применении симплекс-

метода монотонный рост целевой функции при исследовании на макси-

мум (или монотонное убывание при исследовании на минимум) имеет 

место только тогда, когда при каждой итерации мы получаем невырож-

денный опорный план. Встречаются задачи, когда основная система ог-

раничений в правой части содержит один или несколько нулей. Анало-

гичная ситуация может возникать и во время решения задачи.  

Рассмотрим, как изменяется целевая функция, если при очеред-

ном преобразовании по методу Жордана – Гаусса разрешающий эле-

мент содержится в строке с нулевой правой частью. Известно, что при 

каждой итерации целевая функция изменяется на величину ||Z . 

Поскольку 0 , то введение в базис вектора, которому отвечает нуле-

вое симплексное отношение, не сопровождается изменением целевой 

функции. Как правило, после нескольких преобразований с использова-

нием нулевого симплексного отношения можно получить план, который 

уже был раньше, то есть симплекс-метод зацикливается.  

Замечание 3: если при вычислении 
ij

i
j

a

b
min  получают не-

сколько одинаковых минимальных значений, то вычисляют вспомога-

тельное значение 
ij

ij
j

a

a*
* min , где 

*
ija  – координаты свободного век-

тора, при этом 
*
ija  включают с учетом знака (то есть и 0*

ija ). 

Рассмотрим это на примере.  

Пусть имеем векторы в таблице (табл. 38.1). 
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Таблица 38.1 

Векторы системы ограничений ЗЛП 
 

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 
6 
9 
30 
12 

–2 
–1 
–1 
1 

1 
3/2 
5 
1 

1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

0 
0 
1 
0 

0 
0 
0 
1 

 

Вычислим 612;6;6;6min
1

12
;

5

30
;

2/3

9
;

1

6
min2 , 

21;
5

1
;

3

2
;2min

1

1
;

5

1
;

2/3

1
;

1

2
min*

2 , то есть раз-

решающий элемент 1 в первой строке вектора 2P . 

 

Замечание 4 (единственность решения): если план оптимальный, 

а некоторые оценки, соответствующие свободным векторам, равны ну-

лю ( 0j ), то, если эти векторы вводить в базис, можно получить но-

вый оптимальный план, но значение функции цели не изменится, то есть 

задача имеет множество решений, их выпуклая линейная комбинация 

также является решением ЗЛП (геометрически, это две угловые точки 

многоугольника планов и отрезок, их соединяющий, тоже являются ре-

шением ЗЛП). Такое решение называется альтернативным оптиму-

мом. 
 

Пример 38.3. Найти минимум функции 

 654321 xxxxxxZ , 

если 

,622

,2243

,96

6531

6321

641

xxxx

xxxx

xxx

 

)6,1(0 jx j      . 

Решение.  

Запишем  матрицу ограничений:  

6

2

9

210201

200413

601001

. 
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Единичные   векторы 542 ,, PPP  принимаем за базис.  

Свободным переменным присваиваем значения .0631 xxx  

Тогда ,22x  ,94x  .65x   

Следовательно, опорный план: 0;6;9;0;2;00X . 

Значение  целевой  функции: 136920Z .  

Проверим начальный опорный план на оптимальность. Для этого 

составим симплекс-таблицу (табл. 38.2). 
 

Таблица 38.2 

Симплекс-таблица (исходные данные – 1-я итерация) 
 

Базис Сбаз 
сj 1 –1 1 1 1 –1 

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 

P4 

P2 

P5 

1 

–1 

1 

9 

2 

6 

1 

3 

1 

0 

1 

0 

   0 

 –4 

   2 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

6 

2 

2 

jбазj PCz  13 –1 –1 6 1 1 6 

j j jz c  – –2 0 5 0 0 7 

 

Последняя строка табл. 38.2 показывает, что начальный план не 

является оптимальным, так как имеем две положительные оценки: 

53 , 76 . Поэтому переходим к новому опорному плану. Для этого 

вводим в базис вектор, для  которого jj  наибольшее, где 

ij

i

a
j

a

b

ij 0
min .  

53 : так как соответствующий столбец имеет один положитель-

ный элемент, то 3
2

6
3 .  Тогда   153533 .   

 76 : 1
2

6
,

2

2
,

6

9
min6 , тогда  71766 .  

Так как 6633 , то в базис вводим вектор Р3, разрешающий 

элемент 2 в последней строке.  
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Из базиса выводим вектор P5, у которого единица в последней 

строке. Составляем новую таблицу (табл. 38.3). Пояснения к ее запол-

нению приведены ниже.                                                 

Таблица 38.3 

Симплекс-таблица (2-я итерация) 
 

Базис Сбаз 
сj 1 –1 1 1 1 –1 

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 

P2 

P4 

P3 

–1 

1 

1 

14 

9 

3 

5 

1 

½ 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

2 

0 

½ 

6 

6 

1 

jбазj PCz  –2 –7/2 –1 1 1 –3/2 1 

j j jz c     – –9/2 0 0 0 –5/2 2 

 

Имеем новый базис: Р2, Р3, Р4.  

В столбце Cбаз  записаны коэффициенты при базисных неизвест-

ных целевой функции: –1; 1; 1.  

Заполняем строку вектора, который ввели в базис (Р3). Для этого 

элементы третьей строки табл. 38.2 делим на разрешающий элемент 2. 

Получили разрешающую (ведущую) строку.  

В столбце Р3 необходимо получить единичный вектор. В первой 

строке табл. 38.2 имеем 0, поэтому эту строку перепишем без измене-

ний. Во второй строке табл. 38.2 на месте элемента (–4) необходимо по-

лучить 0. Для этого каждый элемент ведущей строки табл. 38.3 умножим 

на 4 и прибавим к соответствующим элементам второй строки 

табл. 38.2.  

Получим новый опорный план 0;0;9;3;14;01X . Проверим его 

на оптимальность. Для этого следует найти оценки векторов ( j ). Есть 

одно положительное число ,26  план не оптимальный.  

Переходим к новому опорному плану. Для этого вводим в базис 

вектор Р6, так как только .026   

Находим отношение свободных членов к коэффициентам послед-

него столбца: 
6

9

1

3

6

9

6

14
6 ,,min , поэтому выводим из базиса вектор Р4. 
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Следовательно, разрешающим является столбец вектора Р6 и строка 

вектора Р4, а разрешающим элементом является 6. 

 Составляем новую таблицу (табл. 38.4).  
 

Таблица 38.4 

Симплекс-таблица (3-я итерация) 
 

Базис Сбаз 
сj 1 –1 1 1 1 –1 

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 

P2 

P6 

P3 

–1 

–1 

1 

5 

3/2 

3/2 

4 

1/6 

1/3 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

–1 

1/6 

–1/6 

2 

0 

1/2 

0 

1 

0 

jбазj PCz  – 5 –23/6 –1 1 2/3 –3/2 –1 

j j jz c   –29/6 0 0 –1/3 –5/2 0 

 

Имеем новый базис: Р2, Р3, Р6. Заполняем строку вектора Р6. Для 

этого элементы второй строки табл. 38.3 делим на разрешающий эле-

мент 6 и записываем в табл. 38.4.  

Получим ведущую строку. В столбце Р6 надо получить единичный 

вектор. В первой строке табл. 38.3 требуется получить 0 на месте 1. Для 

этого каждый элемент ведущей строки табл. 38.4 надо умножить на (–6) 

и прибавить к соответствующим элементам первой строки табл. 38.3. 

Полученные элементы записываем в первую строку табл. 38.4.  

В третьей строке табл. 38.3 на месте 1 требуется получить 0. Для 

этого каждый элемент второй строки табл. 38.4 надо умножить на (–1) и 

прибавить к соответствующим элементам третьей строки табл. 38.3. По-

лученные элементы записываем в третью строку табл. 38.4.  

Получим новый опорный план: 
2

3
;0;0;

2

3
;5;02X .  

Проверим его на оптимальность. Для этого вычислим все значения 

jбазj PCz  и оценки векторов j j jz c . Все оценки 0j . Следо-

вательно, план 
2

3
;0;0;

2

3
;5;02X  оптимальный, так как свободные 

векторы Р4, Р5  имеют оценки 0j , то план единственный.  

Для полученного плана 5minZ . 
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Пример 38.4. Кирпичный завод выпускает две марки кирпича 1A  и 

2A . Для этого используется глина трех видов 321 ,, BBB . Задан месяч-

ный запас глины 10, 30, 47 т соответственно. Для производства 1 тыс. 

шт. кирпича 1-й марки необходимо 1 т глины 1B  и 1 т глины 3B ; для про-

изводства 1 тыс. шт. кирпича 2-й марки требуется 2 т глины 2B  и 2 т гли-

ны 3B . Прибыль от реализации 1 тыс. шт. кирпича 1-й марки – 40 грн, 2-й 

марки – 70 грн. Составить план выпуска кирпича, обеспечивающий мак-

симальную прибыль. 

Решение.  

Составим таблицу исходных данных (табл. 38.5). 
 

Таблица 38.5 

Исходные данные задачи о выпуске кирпича 
 

Марка кирпича 

Вид глины 1A  2A  Запас глины, т 

1B  1 0 10 

2B  0 2 30 

3B  1 2 47 

Прибыль от реализации  

1 тыс. шт. кирпича, грн 
40 70 – 

Количество выпускаемого 

кирпича, тыс. шт. 1x  2x  – 

 

 Составим математическую модель задачи. Обозначим количество 

выпускаемого кирпича марки 1A  и 2A  – 1x , 2x  тыс. шт. соответственно. 

Тогда прибыль от реализации всего кирпича 21 7040 xxZ , функция 

цели Z  исследуется на максимум.  

 Составим систему ограничений: 1001 21 xx  – количество гли-

ны 1B , которое расходуется на изготовление всего кирпича, не превос-

ходит имеющегося запаса.  

 Рассуждая аналогично, получим ограничения по глине 2B  и 3B : 

,3020 21 xx  .4721 21 xx  

 Добавим условия неотрицательности 0, 21 xx . 
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Математическая модель задачи имеет вид: 
 

max7040 21 xxZ ,   

,472

,302

,10

21

2

1

xx

x

x

 

)2,1(0 jx j      . 

 

  Приведем систему ограничений к канонической форме. Для этого к 

левой части неравенств системы добавим дополнительные переменные, 

тогда: 

max7040 21 xxZ , 

).5,1(0,472

,302

,10

521

42

31

jxxxx

xx

xx

j  

        

 Решаем задачу с помощью симплекс-таблицы (табл. 38.6) 
 

Таблица 38.6 

Симплекс-таблица 
 

№ 

п/п 
Базис базC  

jc  40 70 0 0 0 
Примечания 

0A  1A  2A  3A  4A  5A  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 3A  0 10 1 0 1 0 0 47;30;10;0;00X , 

00Z , 0, 21
 – план 

неоптимальный, выполним 
симплекс-преобразование. 

10
1

47
;

1

10
min1

, 

400401011 ,  

15
2

47
;

2

30
min2

, 

.1050701522  

Так как  1122 , то в 

базис вводим вектор 2A  

2 
4A  0 30 0 2 0 1 0 

3 5A  0 47 1 2 0 0 1 

jбазj ACz  0 0 0 0 0 0 

j j jz c  – –40 –70 0 0 0 
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Продолжение табл. 38.6 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

4 3A  0 10 1 0 1 0 0 [1] 

5 
2A  70 15 0 1 0 1/2 0 [2]/2 

6 5A  0 17 1 0 0 – 1 1 [2]·(–1)+[3] 

jбазj ACz  1050 0 70 0 35 0 17;0;10;15;01X , 

10501Z , 01
 – 

план неоптимальный. 

10
1

17
;

1

10
min1

, 

в базис вводим вектор 

1A  

j j jz c  – –40 0 0 35 0 

7 
1A  40 10 1 0 1 0 0 [4] 

8 
2A  70 15 0 1 0 1/2 0 [5] 

9 
5A  0 7 0 0 –1 –1 1 [4]·(–1)+[6] 

jбазj ACz  1450 40 70 40 35 0 0j
, план опти-

мальный и единствен-

ный, так как для сво-

бодных векторов 

0j
. 

7;0;0;15;10maxX , 

1450maxZ  

j j jz c  – 0 0 40 35 0 

 

 Так как в исходной задаче две переменные, то в ответе оставляем 

только 1x , 2x : 15;10maxX , .1450maxZ  

 Подставим maxX  в систему ограничений: 
 

 

.474015210

,30152

,1010

запас

дефицит

дефицит

 

 

Экономическая интерпретация результата: для того чтобы полу-

чить максимальную прибыль в размере 1 450 грн, требуется выпускать 

10 тыс. шт. кирпича 1-й марки и 15 тыс. шт. кирпича 2-й марки, при этом 
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глина первого и второго видов израсходована полностью, остался запас 

глины третьего вида. 

 

38.5. Понятие о модифицированном симплекс-методе 

 

 В основу модифицированного симплекс-метода положены такие 

особенности линейной алгебры, которые позволяют в ходе решения за-

дачи работать с частью матрицы ограничений. Иногда метод называют  

методом обратной матрицы.  

 В процессе работы алгоритма  происходит спонтанное обращение 

матрицы ограничений по частям, соответствующим текущим базисным 

векторам. Указанная способность делает весьма привлекательной ма-

шинную реализацию вычислений вследствие экономии памяти под про-

межуточные переменные и значительного сокращения времени счета. 

Этот метод хорош для ситуаций, когда число переменных n  значитель-

но превышает число ограничений m. 

     В целом, метод отражает традиционные черты  общего  подхода  к  

решению задач линейного программирования, включающего в себя ка-

нонизацию условий задачи, расчет оценок плана, проверку условий оп-

тимальности, принятие решений о коррекции базиса и исключение по 

схеме Жордана – Гаусса. 

     Особенности заключаются в наличии двух таблиц – основной и 

вспомогательной, порядке их заполнения и некоторой специфичности  

расчетных формул. 

 

38.6. Метод искусственного базиса. Расширенная М-задача 

 

Метод искусственного базиса применяется для решения задач, ма-

тематическая модель которых представляется в канонической форме, 

но построить исходный опорный план достаточно сложно, а также для 

задач, представленных в общей форме.  

Рассмотрим задачу, математическая модель которой представля-

ется в общей форме: 

min)(max,
1

extrxcZ
n

j
jj  

при ограничениях  
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.,1,0

,...

.............................

,...

,...

.............................

,...

...

............................

,...

2211

11221111

2211

11221111

,2211

11212111

njx

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

j

mnmnmm

lnnlll

lnnlll

knnkkk

knknkk

nn

 

 

Пусть первые  k  неравенств основной системы ограничений, кото-

рые содержат знак  « »,  имеют неотрицательные правые части ( 0ib , 

ki ,1 ).  

Добавив в левые части каждого из этих неравенств соответствую-

щую дополнительную неотрицательную неизвестную: knn xx ,...,1 , пе-

рейдем к уравнениям, а соответствующие дополнительным переменным 

единичные векторы knn PP ,...,1  войдут в базис пространства решений.  

Если среди k  неравенств основной системы ограничений есть та-

кие, которые имеют отрицательную правую часть, их надо умножить на  

(– 1), в результате чего получим неравенства со знаком « ».  

Неравенства со знаком « » основной системы ограничений с не-

отрицательной правой частью (это неравенства, которые имеют номера 

от 1k  до l ) можно преобразовать в уравнения, отняв в левых частях 

каждой из них соответствующие дополнительные неотрицательные пе-

ременные: lnkn xx ,...,1 . Как и дополнительные неизвестные, которые 

добавлены в первых из k  неравенств с положительной правой частью, 

эти неизвестные будут входить в целевую функцию с нулевыми коэф-

фициентами, но соответствующие им векторы lnkn PP ...,,1  не войдут 

в базис пространства решений, поскольку имеют отрицательные коор-

динаты.  
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Итак, благодаря введению дополнительных неизвестных, получена 

математическая модель исходной задачи в канонической форме: 
  

extrxxxcxcxcZ lnnnn 0...0 12211  

 

при ограничениях 
 

.,1,0

,...

.............................

,...

,...

.............................

,...

,...

............................

,...

2211

11221111

2211

111221111

2211

111212111

lnjx

bxaxaxa

bxaxaxa

bxxaxaxa

bxxaxaxa

bxxaxaxa

bxxaxaxa

j

mnmnmm

lnnlll

llnnnlll

kknnnkkk

kknnknkk

nnn

 

 

При этом дополнительные векторы lnn PP ...,,1  не образуют еди-

ничный базис. Можно попробовать найти базис с помощью преобразо-

ваний по методу Жордана – Гаусса, но это достаточно сложная задача, 

намного проще воспользоваться методом искусственного базиса.  

Он заключается в том, что в левую часть уравнения вводится 

фиктивная переменная. Если целевая функция исследуется на мини-

мум, то фиктивная переменная включается в нее с достаточно большим 

коэффициентом M  – штрафом (M  считается значительно больше лю-

бого другого из коэффициентов целевой функции и их линейной комби-

нации). Если целевая функция исследуется на максимум, то коэффици-

ент M , с которым входит в нее фиктивная переменная, вводится  с от-

рицательным знаком.  

Векторы, которые соответствуют фиктивным переменным, вместе 

с векторами, которые соответствуют дополнительным переменным, об-

разуют единичный базис пространства решений. Базис, который содер-

жит вектор, соответствующий фиктивной переменной, называется ис-
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кусственным, а сама задача линейного программирования, для реше-

ния которой используется искусственный базис, называется расширен-

ной, или М-задачей. Для решения расширенной задачи используется 

симплекс-метод. 
 

 Теорема (условие решения М-задачи). Если оптимальный план 

расширенной М-задачи не содержит фиктивных переменных, то этот 

план является оптимальным и для исходной задачи, если же фиктивные 

переменные входят в базис, то исходная задача решения не имеет.  

 

 Пример 38.5. Найти минимум функции  min32 21 xxZ  

при ограничениях 

.0,,44

,623

2121

21

xxxx

xx
 

 Решение. 

 Вводим в систему ограничений фиктивные базисные неизвестные: 
 

.44

,623

6421

5321

xxxx

xxxx
 

 

 Новые базисные неизвестные 5x  и 6x  вводим в целевую функцию с 

коэффициентом M (штрафом), где M – достаточно большое число: 
 

min32 6521 MxMxxxZ . 

 

Далее решаем задачу обычным симплекс-методом. В процессе 

улучшения плана фиктивные переменные надо выводить из базиса в 

первую очередь. Если будет получен оптимальный план с базисной 

фиктивной переменной, то это означает, что исходная система ограни-

чений несовместна, задача не имеет решения. Заполняем симплекс-

таблицу (табл. 38.7). 

Коэффициенты целевой функции записаны в самой верхней стро-

ке. В системе ограничений выделен фиктивный базис Р5 , Р6 .  

Заполняем столбец Сбаз , вычисляем jz  и оценки j . Так как зна-

чение M  велико, то оценки 1 и 2  – положительные.  
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Таблица 38.7 

Симплекс-таблица (исходные данные – 1-я итерация) 
 

№ Базис Сбаз 
сj 2 3 0 0 М М 

Р0 Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 Р6 

1 Р5 М 6 3 2 –1 0 1 0 

2 Р6 М 4 1 4 0 –1 0 1 

jбазj PCz  10М 4М 6М –М –М М М 

j j jz c  10М 4М–2 6М–3 –М –М 0 0 

 

Ответим на вопрос, какой вектор в первую очередь ввести в базис.  

Разрешающий элемент определяем с помощью симплекс-преобра-

зования однократного замещения базиса. 
 

,2
1

4
,

3

6
min1  24211 M , 

 

,1
4

4
,

2

6
min2  36122 M . 

 Так как 2211 , то в базис вводим вектор 1P . Чем больше 

jj , тем быстрее идем к минимуму. 

Получаем новую таблицу (табл. 38.8). 

Таблица 38.8 

Симплекс-таблица (2-я итерация) 
 

№ 
Ба-

зис 
Сбаз 

сj 2 3 0 0 М М 
Примечания 

Р0 Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 Р6 

3 Р1 2 2 1 2/3 –1/3 0 1/3 0 [1] : 3 

4 Р6 М 2 0 
10/3 1/3 –1 –1/3 1 [3]·(–1) + [2] 

jбазj PCz  2М+4 2 10/3 М+4/3 
1/3 М–2/3 –М –1/3 М+1/3 М  

j j jz c  2М+4 0 10/3 М–5/3 
1/3 М–2/3 –М –4/3 М+1/3 0  

 

Имеем две положительные оценки 2  и 3.  
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Вводим в базис 2P  . Разрешающий элемент 10/3 выделен в таблице 

(см. табл. 38.8).  

,
5

3

3/10

2
,

3/2

2
min2  ,MM 2

3

5

3

10

5

3
22  

,6
3/1

2
min3  .2

3

2

3

1
633 MM  

 Выгодно ввести в базис 2P , так как 2x  – исходная переменная. 

 Получаем табл. 38.9. 

Таблица 38.9 

Симплекс-таблица (3-я итерация) 
 

№ Базис Сбаз 
сj 2 3 0 0 М М 

Примечания 
Р0 Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 Р6 

5 Р2 3 3/5 0 1 1/10 –3/10 –1/10 
3/10 [4] : 10/3 

6 Р1 2 8/5 1 0 –2/5 
1/5 

2/5 –1/5 [5]·(-2/3)+ [3] 

jбазj PCz  
5 2 3 –1/2 –1/2  1/2  1/2  

j j jz c  5 0 0 –1/2 –1/2 –М+1/2 –М+1/2  

 

 После трех итераций получено оптимальное решение – все оценки 

0j , фиктивные неизвестные выведены из базиса.  

 Найденное базисное решение х1 = 8/5 ; х2 = 3/5 является оптималь-

ным. Минимальное значение функции цели 5minZ , план единствен-

ный, так как свободные векторы  6543 ,,, PPPP  имеют оценки 0j .  

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Сформулировать задачу линейного программирования. 

2. Дать определения следующих понятий: план, опорный план, оп-

тимальный план, решение задачи. 

3. Чем отличается общая задача линейного программирования от 

канонической? Всегда ли общую задачу линейного программирования 

можно привести к канонической форме? 

4. Какая точка выпуклого множества называется угловой? 
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5. Какой план называется базисным? Как связаны базисные планы 

и угловые точки области определения задачи линейного программиро-

вания? 

6. Как с точки зрения геометрической интерпретации можно пред-

ставить процесс поиска оптимального плана в задаче линейного про-

граммирования? 

7. Сформулировать критерий оптимальности в симплекс-методе. 

8. Сформулировать основные этапы симплекс-метода. 

9. Для чего применяется преобразование Жордана – Гаусса? 

10. Какой элемент симплекс-таблицы называется ведущим? 

11. При каких условиях делается вывод о неограниченности целе-

вой функции в решаемой задаче?  

12. В чем особенности метода искусственного базиса? 
 

Упражнения 
 

38.1. Найти решения ЗЛП с помощью графического метода: 
 

1. 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 (min),

1,

2,

2 0,

0, 0.

z x x

x x

x x

x x

x x

 2. 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

(max),

2 10,

2 2,

2 10,

0, 0.

z x x

x x

x x

x x

x x

 3.  

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

3 (max),

1,

2 2,

0,

0; 0.

z x x

x x

x x

x x

x x

 

4. 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

(max),

4 4 0,

3 0,

4 0,

0, 0.

z x x

x x

x x

x x

x x

 5. 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

(max),

2 2,

2 8,

5,

0, 0.

z x x

x x

x x

x x

x x

 6.  

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 (min),

4,

2 2,

2 10,

0, 0.

z x x

x x

x x

x x

x x

 

 

38.2. Решить симплексным методом следующие ЗЛП: 

1. 1 24 2 maxz x x                        

         

1 2

1 2

1 2

2 2,

3 2 2,

4 8,

0, 1,2.j

x x

x x

x x

x j

 

2. 1 211 3 maxz x x  

      

1 2

1 2

1 2

7 3 21,

5 6 12,

9 10 90,

0, 1,2.j

x x

x x

x x

x j
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3. 1 2 3 minz x x x  

    

1 4 6

2 4 5 6

3 4 5 6

2 5,

2 3 3,

2 5 6 5,

0, 1,6.j

x x x

x x x x

x x x x

x j

 

4.       1 2 33 2 minz x x x  

        

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5,

2 3 3,

2 5 6 5,

0, 1,3.j

x x x

x x x

x x x

x j

 

  

 38.3. На швейной фабрике для изготовления четырех видов изде-

лий может быть использована ткань трех артикулов. Нормы затрат ткани 

всех артикулов для пошива одного изделия приведены в табл. 38.10.  

 В таблице также указано общее количество ткани каждого артику-

ла и цена одного изделия определенного вида, который есть в распоря-

жении фабрики.  

Таблица 38.10 

Исходные данные 

Артикул ткани 

Норма затрат ткани (м) на один 

вид изделия  Общее количество 

ткани 
1 2 3 4 

I 1 – 2 1 180 

II – 1 3 2 210 

III 4 2 – 4 800 

Цена одного изде-

лия (грн) 
9 6 4 7  

 

С помощью симплекс-метода определить, сколько изделий каждого 

вида должна изготовить фабрика, чтобы стоимость изготовленной про-

дукции была минимальной. 
 

38.4. Предприятие выпускает четыре вида продукции и использует 

три типа основного оборудования: токарное, фрезеровочное и шлифо-

вальное. Затраты  времени на изготовление  единицы  продукции  для 

каждого из типов оборудования, общий фонд рабочего времени каждого 

из типов оборудования, прибыль от реализации одного изделия данного 

вида приведены в табл. 38.11. 

Определить объем выпуска каждого из изделий, при котором об-

щая прибыль от их реализации будет максимальной. 
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Таблица 38.11 

Исходные данные 
 

Тип оборудования 

 Затраты времени (станко-час) на единицу 

продукции вида 

Общий фонд 

рабочего вре-

мени 1 2 3 4 

Токарное 2 1 1 3 200 

Фрезеровальное 1 – 2 1 200 

Шлифовальное 1 2 1 – 200 

Прибыль от реа-

лизации единицы 

продукции (грн) 

8 3 2 1  

 

 38.5. Для производства столов и шкафов мебельная фабрика ис-

пользует необходимые ресурсы. Нормы затрат на одно изделие данного 

вида, прибыль от реализации одного изделия и общее количество 

имеющихся ресурсов каждого вида приведены в  табл. 38.12.  
 

Таблица 38.12 

Исходные данные 
 

Ресурсы 

 Нормы затрат ресур-

сов на одно изделие 

Общее ко-

личество 

ресурсов 
стол шкаф 

Древесина (м3)     I вида 0,2 0,1 40 

II вида 0,1 0,3 60 

Трудоемкость (человеко-час)  1,2 1,5 371,4 

Прибыль от реализации одного изделия 

(грн) 
6 8  

 

Определить, сколько столов и шкафов фабрике необходимо изго-

тавливать, чтобы прибыль от реализации была максимальной. 
 

38.6. Решить с помощью метода искусственного базиса ЗЛП: 
 

min500600400800)( 4321 xxxxZ X  

при ограничениях  

.4,1,0;1

;3037202545

;1001757515090

;528310

4321

4321

4321

4321

jxxxxx

xxxx

xxxx

xxxx

j

 



 232 

39. Двойственность в линейном программировании 

 

39.1. Теория двойственности для пары взаимно двойственных  

задач 

 

Произвольную задачу линейного программирования можно опре-

деленным образом сопоставить с другой задачей линейного программи-

рования, называемой двойственной. Первоначальная задача по отно-

шению к двойственной является исходной. Эти две задачи тесно связа-

ны между собой и образуют единую двойственную пару. 

Сформулируем эти задачи. 

Прямая задача 

Для производства n  видов изделий nAAA ...,,, 21  используется 

сырье m видов mBBB ...,,, 21 . Заданы запасы сырья mbbb ...,,, 21 , нор-

мы затрат сырья на изготовление единицы изделия (матрица 

ij
nm

aA , где ija  – количество i -го сырья, необходимого для изготов-

ления единицы j -го изделия), прибыль nccc ...,,, 21  от реализации еди-

ницы изделия. Требуется составить план производства изделий, обес-

печивающий максимальную прибыль. 

Матрица исходных данных задачи представлена в табл. 39.1. 
 

Таблица 39.1 

Исходные данные 
 

Изделия 

 

Сырье 
1A  2A  … nA  Запас 

Условные 

цены ре-

сурсов 

1В  11a  12a  … na1  1b  1y  

2В  21a  22a  … na2  2b  2y  

… … … … … … … 

mВ  1ma  2ma  … mna  mb  my  

Прибыль 1c  2c  … nc  – – 

Количество 

выпускаемой 

продукции 
1x  2x  … nx  – – 
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Математическая модель исходной задачи имеет вид: 
 

n

j
jjxcZ

1

max,  

.,1,,1,0

,...

....................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

njmix

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

j

mnmnmm

nn

nn

 

 

Составим двойственную задачу. 

Пусть некоторая организация решила закупить ресурсы 

mBBB ...,,, 21  данного предприятия. Необходимо установить оптималь-

ные цены на ресурсы myyy ,...,, 21 . При этом требуется удовлетворить 

следующие условия: 

1. Покупающая организация стремится минимизировать стоимость 

всех ресурсов 
m

i
ii ybf

1

min . 

2. За каждый вид ресурсов необходимо заплатить не менее той 

суммы, которую предприятие могло бы получить в виде прибыли при пе-

реработке сырья в готовую продукцию, то есть  

.,1,...2211 njcyayaya jmjmjj  

Получим математическую модель двойственной задачи: 
 

,min
1

m

i
ii ybf  

 

.m,i,y

,cya...yaya

....................................................

,cya...yaya

,cya...yaya

i

nmmnnn

mm

mm

10

2211

22222112

11221111
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Сравним математические модели исходной и двойственной задач: 

число неизвестных одной задачи равно числу неравенств другой 

задачи; 

матрицу коэффициентов системы ограничений одной задачи полу-

чаем путем транспонирования матрицы коэффициентов системы огра-

ничений другой задачи; 

неравенства в системах ограничений противоположного смысла, 

однако условие неотрицательности переменных сохраняется; 

свободные члены системы ограничений одной задачи являются 

коэффициентами функции цели другой задачи; 

если одна задача исследует минимум функции цели, то другая – 

максимум и наоборот. 

Для первой задачи вторая является двойственной, но для второй 

задачи первая тоже является двойственной. Поэтому речь идет о паре 

взаимно двойственных задач. 

Различают симметричные и несимметричные двойственные задачи. 

 

Модели симметричных двойственных задач 
 

Исходная задача: 
 

1. 
n

j
jjxcXZ

1

max, 

.,1,,1,0

,
1

njmix

bxa

j

i

n

j
jij

 

2. 
n

j
jjxcXZ

1

min, 

.,1,,1,0

,
1

njmix

bxa

j

i

n

j
jij

 

 

Двойственная задача: 
 

1. 
m

i
ii ybYf

1

min, 

.,1,,1,0

,
1

njmiy

cya

i

j

m

i
iij

 

2. 
m

i
ii ybYf

1

max, 

.,1,,1,0

,
1

njmiy

cya

i

j

m

i
iij
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Модели несимметричных двойственных задач 
 

Исходная задача: 
 

1. 
n

j
jjxcXZ

1

max, 

.,1,,1,0

,
1

njmix

bxa

j

i

n

j
jij

 

2. 
n

j
jjxcXZ

1

min, 

.,1,,1,0

,
1

njmix

bxa

j

i

n

j
jij

 

 

Для составления математической модели двойственной задачи 

пользуются тем же правилом, что и для составления симметричной за-

дачи, с учетом следующих особенностей: 

 если система ограничений исходной задачи содержит неравенства, 

то их надо привести к одному смыслу (стандартной форме), то есть, ес-

ли maxZ , то ограничения типа , если minZ  –  ( для этого следует ум-

ножить соответствующее неравенство на 1 ); 

 если в исходной задаче функция цели исследуется на max, то в 

двойственной – на min  и система ограничений должна состоять из не-

равенств типа ; если в исходной задаче функция цели исследуется на 

min , то в двойственной – на max и система ограничений должна состо-

ять из неравенств типа ; 

 условие неотрицательности iy  не соблюдается. 

Математическая модель двойственной задачи имеет вид: 
 

1. 
m

i
ii ybYf

1

min, 

.,1,,1

,
1

njmi

cya j

m

i
iij

 

2. 
m

i
ii ybYf

1

max, 

.,1,,1

,
1

njmi

cya j

m

i
iij

 

 

Пример 39.1. Составить математическую модель двойственной за-

дачи к исходной:  

max,23 21 xxZ
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,1328164

,122487

,143159

21

21

21

xx

xx

xx

 

.0, 21 xx  

 Решение. 

Пусть 321 ,, yyy  – переменные двойственной задачи (их количество 

определено исходя из числа ограничений исходной задачи).  

Тогда функция цели двойственной задачи имеет вид:   
 

.min132812241434 321 yyyf  

 

Матрица системы ограничений двойственной задачи является 

транспонированной матрицей по отношению к соответствующей матри-

це системы ограничений исходной задачи.  
 

 То есть, если 

9 5

7 8

4 16

A , то матрица 
9 7 4

5 8 16

TA . 

 

Таким образом, система ограничений двойственной задачи имеет 

вид: 

.3,1,0

,21685

,3479

321

321

iy

yyy

yyy

i
 

 

 Пример 39.2. Составить математическую модель двойственной за-

дачи к исходной:  

min3 21 xxZ
 

,0

,62

,32

,22

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

 

.0, 21 xx  
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 Решение. 

Приведем систему ограничений к стандартной форме. Так как 

функция цели исходной задачи исследуется на min , то ограничения 

приводим к неравенствам типа : 
 

.0

,62

,32

,22

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

 

 

Переменные двойственной задачи – 4321 ,,, yyyy . 

Тогда математическая модель двойственной задачи имеет вид:   
 

max,632 321 yyyf  
 

.1

,3222

4321

4321

yyyy

yyyy

 

 

39.2. Первая и вторая теоремы двойственности 

 

 Фундаментальные свойства, которыми обладают двойственные 

задачи линейного программирования, могут быть сформулированы в 

виде приводимых ниже утверждений. Их обычно называют теоремами 

двойственности. 

Теорема 1. Если одна из двойственных задач имеет оптимальный 

план 
*

X , то и другая также имеет оптимальный план 
*

Y , причем значе-

ния функций цели для оптимальных планов 
*

X  и 
*

Y  совпадают, то есть 

выполняется равенство 
 

min

*

max

*
YfXZ  или  max

*

min

*
YfXZ  . 

 

Если одна из двойственных задач неразрешима так как   

max

*
XZ  (или min

*
XZ ), тo другая задача не имеет реше-

ний. 
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Теорема 2. Если при подстановке компонент оптимального плана в 

систему ограничений исходной задачи i -е ограничение выполняется как 

строгое неравенство, то i -я компонента оптимального плана двойствен-

ной задачи равна нулю ( 0iy ); если i -е ограничение выполняется как 

строгое равенство, то i -я компонента оптимального плана двойственной 

задачи отлична от нуля ( 0iy ). 

Верно и обратное, то есть, если j -я компонента оптимального 

плана исходной задачи равна нулю ( 0jx ), то j -е ограничение двойст-

венной задачи выполняется как строгое неравенство, если j -я компо-

нента оптимального плана исходной задачи не равна нулю ( 0jx ), то 

j -е ограничение двойственной задачи выполняется как строгое равен-

ство. 
 

 Практическое значение теорем двойственности состоит в том, что 

они позволяют заменить процесс решения основной задачи на решение 

двойственной, которое в определенных случаях может оказаться более 

простым. Например, задача, область допустимых значений которой опи-

сывается двумя уравнениями, связывающими шесть переменных 

( 6,2 nm ), не может быть решена графическим методом. Однако 

данный метод может быть применен для решения двойственной к ней 

задачи, которая имеет только две переменные. 

 

 Пример 39.3. Найти решение двойственной задачи с помощью оп-

тимального решения: 27;144
*

X , 486maxZ
 
исходной задачи:  

 

max,23 21 xxZ
 

 

,1328164

,122487

,143159

21

21

21

xx

xx

xx

 

.0, 21 xx  

Решение. 

Составим математическую модель двойственной задачи: 
 

min,132812241434 321 yyyf  
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.3,1,0

,21685

,3479

321

321

iy

yyy

yyy

i
 

 

По первой теореме двойственности: 486maxmin Zf .  

По второй теореме двойственности:  

 1) первая и вторая компоненты оптимального плана (решения) ис-

ходной задачи 027,0144 21 xx , поэтому первое и второе огра-

ничения двойственной задачи выполняются как равенства; 

 2) если компоненты оптимального плана исходной задачи подста-

вить в систему ограничений, то: 
 

.01328100827161444

,012242781447

,014312751449

3

2

1

y

y

y

 
 

Таким образом, имеем:  

1 2 3

1 2 3

3

9 7 4 3,

5 8 16 2,

0.

y y y

y y y

y
 

Решаем эту систему:   

1

1 2

1 2 2

3
3

10
,

379 7 3,
3

5 8 2, ,
37

0,
0.

y
y y

y y y

y
y

 

Итак, получили: 
10 3

0 .
37 37

оптY
 

 

Рассмотрим первую теорему двойственности более детально.  

Запишем исходную и двойственную задачи в матричной форме. 
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Пусть ij
nm

aA  – матрица системы ограничений, 

 

mb

b

b

A
...

2

1

0 , 

nx

x

x

X
...

2

1

 – столбцы свободных членов системы огра-

ничений и переменных исходной задачи соответственно,  

ncccC ,...,, 21  – строка коэффициентов функции цели исходной 

задачи,  

myyyY ,...,, 21  – строка двойственных переменных. 

Тогда исходная задача: ,maxXCZ  .0,0, 00 AXAAX  

 Двойственная задача: .,min0 CYAAYf T
 

 Предположим, что при решении симплекс-методом исходной зада-

чи  получено m базисных векторов, а именно mAAA ...,,, 21  в оптималь-

ном плане, то есть практически в симплекс-таблице решается матрич-

ное уравнение 0AXD , где D – матрица из элементов исходной мат-

рицы A при базисных неизвестных. 

 Решим матричное уравнение: 
 

0AXD , 
 

0
11 ADXDD , 

0
1

max ADX  – оптимальное решение. 

  

 Оптимальное решение двойственной задачи можно найти в сле-

дующем виде:  

1
min DCY . 

 

Проверим первую теорему двойственности: 
 

,maxmax0
1

0min ZXCADCAYf  то есть .maxmin Zf  

 

Решение 
1

min DCY  находится в строке jz  последней итерации 

симплекс-таблицы. 
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Таким образом:  

если известен оптимальный план исходной задачи, то оптималь-

ный план двойственной задачи может быть найден или с помощью об-

ратной матрицы 
1DCYопт  или с использованием второй теоремы 

двойственности; 

если в системе ограничений исходной задачи есть исходный еди-

ничный базис, то решение двойственной задачи находится в строке jz , 

соответственно расположению единиц в исходном единичном базисе; 

если при решении исходной задачи симплекс-методом единичный 

базис выделяется путем преобразования исходной матрицы, то реше-

ние двойственной задачи находят с помощью второй теоремы двойст-

венности; 

если исходная задача решается методом искусственного базиса, 

то решение двойственной задачи находится в строке jz  напротив еди-

ничных векторов искусственного базиса. 

 

39.3. Экономическая интерпретация теорем двойственности 

 

Традиционная экономическая интерпретация двойственной ЗЛП 

базируется на модели простейшей задачи производственного плани-

рования.  

Пусть 
**

2
*
1

*
,...,, nxxxX , 

**
2

*
1

*
,...,, myyyY  – оптимальные пла-

ны прямой и двойственной задач.  

Тогда 
**

22
*
11max ... nnxcxcxcZ  – максимальная прибыль реа-

лизации продукции, 
**

22
*
11min ... mmybybybf  – минимальные затра-

ты на сырье. 

По первой теореме двойственности maxmin Zf , то есть весь тот 

расход, который вложен в ресурсы, компенсируется полученной прибы-

лью и производство может функционировать. 

Так как maxmin Zf , то   
 

**
22

*
11max ... mmybybybZ , ,*max

i
i

y
b

Z
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то есть ,*max
i

i

y
b

Z
 ,*

max ii ybZ  

где  ib  – увеличение запаса i -го ресурса;  

 maxZ  – изменение прибыли при увеличении запаса i -го ресурса. 

 

 Если 1ib , то ,*
max iyZ  то есть 

*
iy  показывает, на сколько 

возрастает прибыль в оптимальном плане при увеличении уровня запа-

са i -го ресурса на единицу: 
 

maxmaxmax ZZZ исхнов . 

 

Если 
*
iy  мало, то при значительном увеличении i -гo ресурса будет 

получено небольшое увеличение оптимальной прибыли и поэтому цен-

ность i -гo ресурса небольшая. 

Если 0*
iy , то при увеличении i -го ресурса оптимальная прибыль 

остается неизменной и ценность i -го ресурса равна нулю. То есть сы-

рье, запасы которого превышают потребности в нем, не представляет 

ценности для производства и поэтому оценку его ценности можно при-

нять равной нулю. 

Если 
*
iy  велико, то при незначительном увеличении i -гo ресурса 

будет получено существенное увеличение оптимальной прибыли и цен-

ность i -гo ресурса высокая. Уменьшение ресурса ведет к существенно-

му уменьшению выпуска продукции.  

*
iy  можно считать некоторой характеристикой ценности  i -гo ре-

сурса (их называют двойственными оценками, или теневыми цена-

ми). 

Таким образом, имея решение двойственной задачи, можем ре-

шать задачу перераспределения ресурсов, оценивая прибыль от реали-

зации дополнительных ресурсов. 

Рассмотрим вторую теорему двойственности. 

В прямой задаче: 
 

1)  0...2211 iininii ybxaxaxa ;            (39.1) 

 

2) .0...2211 iininii ybxaxaxa          (39.2) 
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В левых частях (39.1) и (39.2) стоит расход i -гo ресурса на изго-

товление всей продукции. Если выполняется строгое неравенство (39.1), 

то расход i -гo ресурса меньше запаса, то есть закупать его не следует, 

поэтому ценность этого сырья равна нулю. Если выполняется равенство 

(39.2), то i -й ресурс израсходован полностью, следует запланировать 

закупку i -гo ресурса на следующий плановый период, то есть ценность 

этого вида сырья 0iy . 

В двойственной задаче: 
 

1)  0...2211 jjmmjjj xcyayaya ;            (39.3) 

 

2) 0...2211 jjmmjjj xcyayaya .         (39.4) 

 

В левых частях (39.3) и (39.4) стоит расход на сырье, необходимое 

для изготовления единицы j -го вида продукции. Если выполняется 

строгое неравенство (39.3), то расход на сырье больше прибыли от реа-

лизации единицы j -го вида продукции, то есть предприятие работает 

нерентабельно, нет самоокупаемости, значит j -й вид продукции не сле-

дует выпускать на этом предприятии ( 0jx ). Если выполняется равен-

ство (39.4), то расход на ресурсы компенсируется полученной прибы-

лью, то есть j -й вид продукции выпускать следует 0jx . 

 

Устойчивость двойственных оценок 

 Так как 
*

max ii ybZ , то требуется определить, в каких же пре-

делах можно изменять ib . 

 Пусть найдено  

0
1 ADXопт , 

где  D – исходная матрица коэффициентов для оптимального базиса; 

 

**
,

*
2

*
,2

*
1

*
,1

1

...

.........

...

...

mnmnm

nmn

nmn

aa

aa

aa

D  – матрица в последней итерации сим-

плекс-таблицы на месте векторов исходного единичного базиса;  

 0A  – столбец свободных членов системы ограничений. 
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 Изменим 0A  и получим столбец  

mm

I

bb

bb

bb

A
.............

22

11

0 ,  

 

тогда 

mmmnmmmnm

nmn

nmn

II
опт

bbabba

bbabba

bbabba

ADX

**
,

22
*
222

*
,2

11
*
111

*
,1

0
1

...

.............................................................

...

...

. 

 Так как  0I
оптX  (все 0jx  в оптимальном плане), то получаем 

систему неравенств для определения ib : 
 

.0...

.............................................................

,0...

,0...

**
,

22
*
222

*
,2

11
*
111

*
,1

mmmnmmmnm

nmn

nmn

bbabba

bbabba

bbabba

   (39.5) 

 

 Считая, что все  0ib , кроме одного, находим пределы возмож-

ных изменений величины ресурсов. Если запасы ресурсов изменять од-

новременно и эти конкретные изменения удовлетворяют системе (39.5), 

то 0оптX  и оптимальное решение двойственной задачи остается 

прежним, поэтому изменение максимальной прибыли можно найти по 

формуле .... **
22

*
11max mmybybybZ  

 

39.4. Понятие о двойственном симплекс-методе 

 

 Непосредственное приложение теории двойственности к вычисли-

тельным алгоритмам линейного программирования позволило разрабо-

тать еще один метод решения ЗЛП, получивший название двойствен-

ного симплекс-метода, или метода последовательного уточнения 

оценок.  
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 Следует подчеркнуть, что двойственный симплекс-метод непо-

средственно используется для поиска решения прямой задачи. 

 Рассмотрим исходную задачу минимизации: 
 

,min
1

n

j
jjxcZ      (39.6) 

.,1,,1,0

,
1

njmix

bxa

j

i

n

j
jij

     (39.7) 

  

Приведем задачу к канонической форме, введя дополнительные 

переменные mnnn xxx ,...,, 21 : 
 

                               
n

j
jjxcZ

1

min,                 (39.8) 

.,1,,1,0

,
1

njmix

bxxa

j

iin

n

j
jij

    (39.9) 

  

 Задача, двойственная к (39.8) и (39.9), будет иметь вид: 
  

,max
1

m

i
ii ybf      (39.10) 

                     

.,1,,1,0

,
1

njmiy

cya

i

j

m

i
iij

    (39.11) 

   

 Исходный базис образуют векторы mnnn PPP ...,,, 21 , причем не 

все 0ib , есть и 0ib .  

 При этом начальный план равен 
 

.,1,

;,1,0

mibx

njx

iin

j
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 Критерий оптимальности плана X  в двойственном симплекс-

методе заключается в том, что X  одновременно должен являться до-

пустимым планом прямой задачи, то есть все его компоненты должны 

быть неотрицательны ( 0jx ). Обратно, если хотя бы одна из компо-

нент плана является отрицательной, то процесс улучшения значения 

целевой функции должен быть продолжен (по схеме симплекс-метода).  

 Двойственным симплекс-методом можно решать задачи линейного 

программирования, у которых при положительном базисе свободные 

члены системы ограничений могут быть отрицательными, то есть метод 

позволяет не выполнять дополнительных преобразований и уменьшает 

размеры симплекс-таблицы. 
 

 Пример 39.4. Найти оптимальное решение задачи: 

min,52 321 xxxZ  

.3,1,0,55

,4

321

321

jxxxx

xxx

j

 

 Решение. 

 Умножим второе неравенство на 1  и приведем систему к кано-

нической форме:  

.5,1,0,55

,4

5321

4321

jxxxxx

xxxx

j

 

 Далее решаем задачу с помощью симплекс-таблицы (табл. 39.2). 
 

Таблица 39.2 

Симплекс-таблица двойственного симплекс-метода 
 

№ 

п/п 
Базис базC  

jc  –2 1 5 0 0 
Примечания 

0A  1A  2A  3A  4A  5A  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 4A  0 4 1 1 –1 1 0 01
 – нарушен критерий 

оптимальности, введем в 

базис 1A  

4
1

5
;

1

4
min1

 

2 5A  0 –5 –1 5 –1 0 1 

jбазj ACz  0 0 0 0 0 0 

j j jz c  – 2 –1 –5 0 0 
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Продолжение табл. 39.2 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

3 
1A  –2 4 1 1 –1 1 0 [1] 

4 5A  0 –1 0 6 –2 1 1 [1]+[2] 

jбазj ACz  –8 –2 –2 2 –2 0 0j
, но 015x . 

Выберем (–2) ведущим 
элементом j j jz c  – 0 –3 –3 –2 0 

5 
1A  –2 9/2 1 –2 0 1/2 –1/2 [6]+[3] 

6 3A  5 1/2 0 –3 1 – 1/2 –1/2 [4]/(–2) 

jбазj ACz  –13/2 –2 –11 5 –7/2 –3/2 
0j

, 0jx  

j j jz c  – 0 –12 0 –7/2 –3/2 

 

 Оптимальный план ./Z,/;;/X minmin 21321029  

 

  Таким образом, при решении задач вида (39.6) и (39.7) двойствен-

ный симплекс-метод имеет несомненные преимущества по сравнению с 

прямым. 

 Еще одно важное направление использования двойственного сим-

плекс-метода связано с поиском оптимальных планов в тех задачах, ус-

ловия которых претерпели некоторые изменения после того, как они уже 

были решены с помощью стандартной симплекс-процедуры.  

 Типичными примерами таких изменений являются: 

  изменение компонент вектора ограничений b, что, допустим, может 

быть интерпретировано как корректировка объемов доступных ресурсов 

в процессе управления экономическим объектом (тогда ранее найден-

ный оптимальный базис можно использовать в качестве исходного бази-

са при продолжении решения); 

 добавление новых ограничений к системе условий задачи, что дос-

таточно часто случается при совершенствовании используемой эконо-

мико-математической модели (в задачах целочисленного программиро-

вания, которые будут рассмотрены позже).  
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Вопросы для самодиагностики 
 

1. Как построить математическую модель двойственной задачи по 

модели исходной для симметричной пары сопряженных задач? 

2. Как построить математическую модель двойственной задачи по  

модели исходной для несимметричной пары сопряженных задач? 

3. Как найти решение двойственной задачи по оптимальному пла-

ну исходной с помощью теорем двойственности? 

4. Привести экономическое толкование двойственных оценок в за-

дачах линейного программирования. 

5. Как провести анализ устойчивости оптимального плана относи-

тельно рыночной цены готовой продукции? 

6. Как определить состояние ресурсов прямой задачи и интерва-

лов устойчивости двойственных оценок относительно изменений запа-

сов дефицитных ресурсов? 

7. В чем суть двойственного симплекс-метода? 
 

Упражнения 
 

39.1. К данным задачам составить двойственные: 

1.  1 2 3 42 3 max ,z x x x x  

      
1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 5,

2 3,

x x x x

x x x x
 

   .4,1,0 jx j  

2.  2 43 max ,z x x  

       
1 2 4

2 3 4

2 8,

3 6,

x x x

x x x
 

     .4,1,0 jx j  

3. 1 2 3 max ,z x x x
     

        

1 2 3

1 2 3

3 4,

2 2 1,

x x x

x x x
 

        
.3,1,0 jx j  

4.
    1 2 32 4 min ,z x x x

 

       

1 2 3

1 2 3

2 4,

2 3 2,

x x x

x x x
 

       .3,1,0 jx j  

39.2. Сформулировать двойственные задачи по отношению к дан-

ным и найти их решение: 

1. 1 2 36 8 max,F x x x  

,42

,3

21

321

xx

xxx
 

.3,1,0 jx j  

2. 1 2 3 427 10 15 28 max,F x x x x  

,5433

,2223

4321

4321

xxxx

xxxx
 

.4,1,0 jx j  
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3. 1 2 3 max ,z x x x      

        
1 2 3

1 2 3

3 4,

2 2 1,

x x x

x x x
  

        .3,1,0 jx j  

4. 1 2 32 4 min ,z x x x  

     
1 2 3

1 2 3

2 4,

2 3 2,

x x x

x x x
 

     .3,1,0 jx j  

 

5. 1 2 3 42 3 max ,z x x x x  

      
1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 5,

2 3,

x x x x

x x x x
 

         .4,1,0 jx j  

6. 2 43 max ,z x x  

     
1 2 4

2 3 4

2 8,

3 6,

x x x

x x x
 

     .4,1,0 jx j   

 

39.3. Определить являются ли данные векторы 
*

X и 
*

Y оптималь-

ными решениями данной задачи и двойственной к ней: 
 

1. 1 2 310 8 max ,z x x x  

1 2 3

1 2 3

4 2,

2 0,

x x x

x x x
 

1 2 30, 0, 0,x x x  

1,0,1
*

X , .
2

7
,

2

9*
Y  

2. 1 2 34 max ,z x x x  

1 2 3

1 2 3

5 12 2 9,

3 10 4 11,

x x x

x x x
 

1 2 30, 0, 0,x x x  

2,0,1
*

X , .
14

1
,

14

3*
Y  

 

 39.4. Решить следующие задачи двойственным симплекс-методом: 

 

1. max2 21 xxz , 

;33

;1

;325

21

21

21

xx

xx

xx

 

.2,1,0 jx j  

2. min27 21 xxz , 

;42

;33

;35

;1

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

 

.2,1,0 jx j  
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40. Методика решения транспортной задачи 

 

40.1. Постановка транспортной задачи, поиск исходного опорного 

плана 

 

Транспортная задача (ТЗ) – это целый класс оптимизационных 

задач, связанных с распределением ресурсов при существовании опре-

деленных ограничений относительно их количества или условий рас-

пределения. ТЗ используется при построении математических моделей, 

которые связаны с управлением финансами и планированием производ-

ства, а также задач управления, которые возникают на уровне регионов 

и даже на государственном уровне.  

Транспортная задача – одна из распространенных задач линейного 

программирования. Ее цель – разработка наиболее рациональных путей 

и способов транспортирования товаров, устранение чрезмерно дальних, 

встречных, повторных перевозок. Все это сокращает время продвиже-

ния товаров, уменьшает затраты предприятий, фирм, связанные с осу-

ществлением процессов снабжения сырьем, материалами, топливом, 

оборудованием и т. д. 

В общем  виде  задачу  можно  представить  следующим образом: 

в m пунктах производства mAAA ...,,, 21  имеется однородный груз в ко-

личестве соответственно maaa ...,,, 21 . Этот груз необходимо доставить 

в n  пунктов назначения nBBB ...,,, 21  в количестве соответственно 

nbbb ...,,, 21 . Стоимость перевозки единицы груза  (тариф)  из  пункта iA  

в пункт jB  равна ijc .  

Требуется составить план перевозок, позволяющий вывезти весь 

груз, удовлетворить всех потребителей с минимальными затратами. 

В зависимости от соотношения между суммарными запасами груза 

и суммарными потребностями в нем транспортные задачи могут быть 

закрытыми и открытыми.  

Если 
n

j
j

m

i
i ba

11

, транспортная задача называется закрытой, ес-

ли 
n

j
j

m

i
i ba

11

– открытой.  
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Для того, чтобы транспортная задача имела решение, необходимо 

и достаточно, чтобы ее модель была закрытой. При решении открытой 

задачи вводят фиктивного поставщика (если 
n

j
j

m

i
i ba

11

) или потреби-

теля (если 
n

j
j

m

i
i ba

11

). Открытая транспортная задача становится за-

крытой и решается по алгоритму для закрытых транспортных задач, 

причем тарифы, соответствующие фиктивному поставщику или потреби-

телю, считают равными нулю. В целевой функции фиктивный поставщик 

или потребитель не учитывается. 

Обозначим через ijx  количество груза, перевозимого из пункта iA  

в пункт jB . Рассмотрим закрытую транспортную задачу. Ее условия за-

пишем в таблицу исходных данных, которую будем использовать для 

нахождения решения (табл. 40.1). 
 

Таблица 40.1 

Матрица исходных данных 
 

jB  

iA  
1B  2B  … jB  … nB  ia  

1A  
11c  

11x  

12c  

12x  

… 
jc1  

jx1  

… 
nc1  

nx1  1a  

2A  
21c  

21x  

22c  

22x  

… 
jc2  

jx2  

… 
nc2  

nx2  2a  

… … … … … … … … 

iA  
1ic  

1ix  

2ic  

2ix  

… 
ijc  

ijx  

… 
inc  

inx  ia  

… … … … … … … … 

mA  
1mc  

1mx  

2mc  

2mx  

… 
mjc  

mjx  

… 
mnc  

mnx  ma  

jb  
1b  2b  … jb  … nb  

ia  

jb  
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Математическая модель закрытой транспортной задачи имеет вид: 

m

i

n

j
ijijxcXF

1 1

min      (40.1) 

при ограничениях:  

 j

m

i
ij bx

1

,       (40.2) 

 ,
1

n

j
iij ax       (40.3) 

.,1,,1,0 njmixij  
 

Совокупность значений njmixij ,1,,1 , которая удовлетворяет 

системе ограничений ТЗ, называется планом решения ТЗ. Оптималь-

ным решением транспортной задачи является матрица 
nmijопт xX , 

удовлетворяющая системе ограничений и доставляющая минимум це-

левой функции.  

Просуммируем ограничения (40.2):  

n

j
j

n

j

m

i
ij bx

11 1

 

и ограничения (40.3):  

.
11 1

m

i
i

m

i

n

j
ij ax  

Так как 
n

j
j

m

i
i ba

11

, то это значит, что система линейно зависима. 

Достаточно убрать одно из ограничений, чтобы получить независимую 

систему. Число ограничений nm , поэтому ранг матрицы системы ТЗ: 

1nmrang .  

План решения, который содержит 1nm  базисных перевозок 

0ijx , называется невырожденным. Если число перевозок 

1nmr  или 1nmr , то план называется вырожденным. 

Число базисных перевозок – это число занятых клеток в матрице 

исходных данных (ЧЗкл), то есть, если rangЧЗкл  – план невырож-

денный, если rangЧЗкл  – план вырожденный. 
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Особенности транспортной задачи 

 1. Число уравнений системы ораничений меньше числа неизвест-

ных nmnm . 

 2. Каждая переменная встречается в уравнениях системы ограни-

чений только два раза. 

 3. Коэффициенты при переменных во всех уравнениях системы ог-

раничений равны 1. 

 4. Система ограничений задана в виде равенств. 

 5. Все элементы матрицы системы ограничений равны 0 или 1. 
 

Транспортная задача как задача линейного программирования мо-

жет быть решена симплекс-методом, однако наличие большого числа 

переменных и ограничений делает вычисления громоздкими. Поэтому 

для решения транспортных задач разработан специальный метод, 

имеющий те же этапы, что и симплексный метод. 
 

Алгоритм решения ТЗ 

Алгоритм решения ТЗ состоит в последовательности таких дейст-

вий:  

определение исходного опорного плана;  

проверка плана на оптимальность;  

улучшение исходного опорного плана, если найденный план не яв-

ляется оптимальным, то есть переход к новому опорному плану с мень-

шим значением целевой функции;  

новый план также проверяют на оптимальность;  

если план оптимальный, то он и является решением ТЗ.  
 

Методы построения исходного опорного плана. 

Метод северо-западного угла (диагональный метод) 

Распределение груза между потребителями начинают с левой 

верхней клетки (северо-западного угла) таблицы перевозок. Распреде-

ляем запасы первого поставщика 1A . Вначале удовлетворяем потребно-

сти потребителя 1B  за счет 1A . В клетку 11х  записываем меньшее из чи-

сел 1a  и 1b , то есть 1111 ;min baх .  

Пусть 111 aх , тогда первый поставщик израсходовал весь ресурс 

и в дальнейшем распределении груза участия не принимает, то есть 

этот поставщик исключается из рассмотрения.  
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Если спрос первого потребителя не удовлетворили в полном объ-

еме, тогда в клетку, которая находится  во второй строке первого столб-

ца, направляют груз в количестве: 111221 ;min хbaх .  

Наоборот, если 111 bх , то первый потребитель получил нужный 

ему груз, тогда из оставшихся ресурсов первого поставщика удовлетво-

ряют нужды второго потребителя, решая при этом следующую задачу: 

211112 ;min bхaх  и т. д. Такое распределение проводят до тех пор, 

пока вся таблица не будет заполнена. 

Клетки соответствующего столбца или строки, в которых потребно-

сти потребителя удовлетворены и запасы израсходованы, заполняют 

нулями или прочерками. При определении опорного плана методом се-

веро-западного угла не учитывается стоимость перевозки единицы гру-

за, поэтому этот план может быть далеким от оптимального.  
 

Метод минимальной стоимости 

Данный метод позволяет построить опорное решение, которое яв-

ляется достаточно близким к оптимальному. Он состоит из ряда одно-

типных шагов, на каждом из которых заполняется только одна клетка, 

которая отвечает минимальной стоимости ijс .  

Построение исходного опорного плана начинают с определения 

клетки, которая имеет наименьшую стоимость перевозок ijс , и туда де-

лают поставку объемом jiij baх ;min .  

После этого исключают строку, то есть заполняют нулями, если за-

пасы поставщика израсходованы, или исключают столбец, то есть за-

полняют нулями, если потребности потребителя полностью удовлетво-

рены. Далее снова выбирают свободную клетку с наименьшей стоимо-

стью и процесс продолжают до тех  пор, пока все запасы не будут из-

расходованы, а потребности удовлетворены.  

Если m и n  достаточно велики, то применяют: 

метод минимальной стоимости в строке, то есть распределяют 

груз 1a  последовательно по минимальной стоимости первой строки, за-

тем груз 2a  – по минимальной стоимости второй строки и т. д.;  

метод минимальной стоимости в столбце, то есть распределяют 

груз 1b  по минимальной стоимости в первом столбце, затем груз 2b  – по 

минимальной стоимости во втором столбце и т. д.;  
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метод двойного предпочтения – выделяют клетки с минимальной 

стоимостью в каждой строке и клетки с минимальной стоимостью в 

столбце. Вначале заполняют клетки с двойной отметкой, затем – с одной 

отметкой. Остальные клетки заполняют любым другим методом.  

Как правило, наиболее близкое к оптимальному решению дает ме-

тод минимальной стоимости и метод двойного предпочтения. 

 

Пример 40.1. Составить опорный план перевозки однородного гру-

за от пунктов производства 1A , 2A  и 3A  
к пунктам потребления 1B , 2B , 

3B  и 4B , если возможности поставщиков соответственно равны 180, 400, 

280 условных единиц, а потребности каждого из потребителей состав-

ляют 240, 320, 120 и 180 условных единиц соответственно.  

Тарифы перевозок заданы в виде матрицы стоимости: 
 

14103811

1632129

18401522

C . 

 Решение. 

Общие запасы груза всех поставщиков составляют:  
 

860280400180
3

1i
ia . 

 

 Это совпадает с общими потребностями всех потребителей: 
 

860180120320240
4

1j
jb . 

 

Таким образом, данная транспортная задача является закрытой.  

 Оформим исходные данные в виде таблицы и найдем опорный 

план задачи методом северо-западного угла (табл. 40.2). 

Общая стоимость перевозок по этому плану составляет: 

 

.)X(Z 125001801410010203232012609180220  
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 Таблица 40.2 

Исходный опорный план по методу северо-западного угла 
 

Поставщики 
Потребители Запасы, 

ia
 1B

 2B
 

3B
 4B

 

1A  

 22  15  40  18 
180 

180  0  0  0  

2A  

 9  12  32  16 
400 

60  320  20  0  

3A  

 11  38  10  14 
280 

0  0  100  180  

Потребности, 

jb  

240 320 120 180 
860 

860 

 

Решим  задачу методом минимальной стоимости (табл. 40.3). 

 

Таблица 40.3 

Исходный опорный план по методу минимальной стоимости 
 

Поставщики 
Потребители Запасы, 

ia  1B  2B  3B  4B  

1A  

 22  15  40  18 
180 

0  160  0  20  

2A  

 9  12  32  16 
400 

240  160  0  0  

3A  

 11  38  10  14 
280 

0  0  120  160  

Потребности, 

jb  

240 320 120 180 
860 

860 

 

0( ) 160 15 20 18 240 9 160 12 120 10 160 14 10280.Z X
 

 

 Сравнивая полученные результаты решения задачи двумя мето-

дами, можем сделать вывод, что метод минимальной стоимости быст-

рее ведет к оптимальному плану. 

 

 



 257 

40.2. Метод потенциалов 

 

Одним из наиболее эффективных и распространенных методов 

определения оптимальности плана ТЗ является метод потенциалов. 

Впервые он был предложен в 1949 г. Канторовичем Л. В. и Гавури-

ным М. К. Этот метод позволяет проверить, является ли данный опор-

ный план оптимальным, и если нет, то определить такой путь улучшения 

этого плана, по которому каждая следующая итерация дает опорный 

план, которому отвечает меньшее значение целевой функции. 

 Следует заметить, что при решении транспортной задачи может 

оказаться, что ЧЗкл< 1nmrang . В этом случае задача имеет вы-

рожденное решение. Для возможного исключения вырожденного ре-

шения целесообразно нулевую клетку с наименьшим тарифом считать 

условно занятой. Условно занятой выбирают такую клетку, чтобы в каж-

дой строке и каждом столбце было не менее одной занятой клетки и не 

образовывался квадрат из занятых клеток.  

 Если ЧЗкл> rang, то составляют исходный опорный план другим 

методом. 

 Действительно, составим двойственную к транспортной задаче 

(40.1) – (40.3). Для этого ограничениям (40.2) поставим в соответствие 

iu , ограничениям (40.3) – jv . Составим математическую модель двойст-

венной задачи: 

,max
11

n

j
jj

m

i
ii vbuaf  

 

.,1,,1, njmicvu ijji  

 

 По второй теореме двойственности: 
 

если ;cvux ijjiij 0  

если .0 ijjiij cvux  
 

Найденное исходное опорное решение проверяется на оптималь-

ность методом потенциалов по следующему критерию: если опорное 

решение транспортной задачи является оптимальным, то ему соответ-

ствует система nm  действительных чисел iu  и jv , удовлетворяющих 
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условиям ijji cvu  для занятых клеток и ijji cvu  для свободных 

клеток. Числа iu  и jv  называют потенциалами, iu  – потенциал по-

ставщика, jv  – потенциал потребителя.  

В распределительную таблицу добавляют строку jv  и столбец iu . 

Потенциалы iu  и jv  находят из равенства ijji cvu , справедливого 

для занятых клеток, так как 1nmrang . Одному из потенциалов 

присваивается произвольное значение, например 01u , тогда осталь-

ные потенциалы определяются однозначно. Так, если известен потен-

циал iu , то iijj ucv ; если известен потенциал jv , то jiji vcu . 

Обозначим ijjiij cvu . Эту оценку называют оценкой кле-

ток. Если 0ij , то опорное решение является оптимальным. Если 

хотя бы одна из оценок 0ij , то опорное решение не является опти-

мальным и его можно улучшить, перейдя от одного опорного решения к 

другому. 
 

 Для этого находят клетку таблицы, которой соответствует самая 

большая положительная оценка lkijmax ;  строится цикл, который 

включает в свой состав данную клетку и часть клеток, занятых опорным 

решением. Определяются цикл (контур) перераспределения и объем 

груза, который можно перераспределить в соответствии с этим циклом. 

Клетка, которой отвечает самая большая положительная оценка, вместе 

с другими из занятых клеток должна образовывать замкнутый контур. 

Поворот можно осуществлять под прямым углом только в занятых клет-

ках (можно занимать пустую клетку, если опорный план вырожденный) 

(рис. 40.1).  
 

 

 

 

 

 

Рис. 40.1. Типы контуров перераспределения груза 
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Всем угловым клеткам цикла присваивают соответствующий знак.  

Свободную клетку, в которую необходимо осуществить поставку, 

обозначают знаком «+», следующую угловую клетку цикла – знаком «–», 

дальше – знаком «+». Знаки расставляем до тех пор, пока не вернемся к 

исходной клетке.  

Для определения объема груза , который можно перераспреде-

лить по этому циклу, рассматривают те угловые клетки, которые вошли в 

цикл перевозок со знаком «–», и по ним  определяют наименьший объем 

груза. Это и есть то количество груза, которое необходимо перераспре-

делить по данному циклу. 

 Количество груза в каждой угловой клетке цикла меняют на вели-

чину , причем так, что перевозка во всех клетках со знаком «–» умень-

шается  на  , а  во  всех  клетках  со  знаком  «+»  увеличивается  на   

(в клетках, которые не обозначены никакими знаками, объем груза не 

меняется).  

Вследствие перераспределения груза получают новый опорный 

план, по которому целевая функция имеет значение, меньше предыду-

щего на ijZ . Этот план снова проверяют на оптимальность ме-

тодом потенциалов. Процесс продолжают до тех пор, пока не будет по-

лучен оптимальный план. 
 

Пример 40.2. Проверить опорный план, полученный в табл. 40.3, 

на оптимальность. Найти оптимальный план. 

Решение. 

Полученный план является невырожденным, так как число занятых 

клеток равно 61nmrang , где m – число поставщиков ( 3m ); 

n  – число потребителей ( 4n ).  

Проверим найденный план на оптимальность с помощью метода 

потенциалов. Для этого каждому поставщику поставим в соответствие 

потенциал iu , а каждому потребителю – потенциал jv . Для каждой заня-

той клетки таблицы должно выполняться условие ijji cvu , поэтому 

ставим в соответствующую клетку ijc , а для каждой свободной – 

ijji cvu  ( 3,1i , 4,1j ), поэтому в нижнюю часть клетки ставим ijc , 

в верхнюю – ji vu .  
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Составим таблицу потенциалов для табл. 40.3, получим табл. 40.4.  

 

Таблица 40.4 

Таблица потенциалов для плана 0X  
 

jv  

iu  

121v  152v  143v  184v  

01u  
12 

22 
15 

14 
40 

18 

32u  9 12 
11 

32 
15 

16 

43u  8 
11 

11 
38 

10 14 

 

Все оценки ij  положительны. Следовательно, получен оптималь-

ный план. Общая стоимость перевозок по этому плану минимальна и 

равна .28010minZ  
 

 Можем сделать вывод, что найденный план является оптимальным 

и задача решена. Следовательно, минимальная стоимость перевозки 

груза в размере 10 280 достигается при .

0 160 0 20

240 160 0 0

0 0 120 160

оптX . 

 

 Пример 40.3. Завод имеет три цеха 321 ,, AAA  и четыре склада 

4321 ,,, BBBB . Каждый цех производит за смену соответственно 70, 40, 

40 тыс. шт. деталей. Пропускная способность складов характеризуется 

следующими показателями соответственно 35, 25, 43, 47 тыс. шт. дета-

лей.  

 Задана матрица стоимости перевозок из цеха на склад 
 

.

5133

4361

2453

43
C  

 

 Составить план перевозок с минимальными затратами. 
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 Решение. 

 Составим матрицу исходных данных и распределим груз по методу 

северо-западного угла (табл. 40.5). 
 

Таблица 40.5 

Распределение груза по  методу северо-западного угла 
 

Склад 
Цех 1B  2B  3B  4B  ia  

1A  
3 

35 
5 

25 
4 

10 
2 

0 70 

2A  
1 

0 
6 

0 
3 

33 
4 

7 
40 

3A  
3 

0 
3 

0 
1 

0 
5 

40 
40 

jb  35 25 43 47 
150 

150   

 150
4

1

3

1 j
j

i
i ba  – модель закрытая. 

 

 59754047333410525335исхZ  грн. 
 

 Распределим груз по методу минимальной стоимости (табл. 40.6). 

 

Таблица 40.6 

Распределение груза по  методу минимальной стоимости 
 

Склад 
Цех 1B  2B  3B  4B  ia  

1A  
3 

0 
5 

23 
4 

0 
2 

47 
70 

2A  
1 

35 
6 

2     – 

3 

3    + 

4 
0 40 

3A  
3 

0 
3 

0    + 

1 

40   –  

5 
0 40 

jb  35 25 43 47 
150 

150 
 

3051403362135247523исхZ  грн. 
 

 Исходное значение функции цели в двух методах резко отличает-

ся. Метод северо-западного угла – это тот метод, которым распределяет 

груз оператор в сети (кладовщик) на предприятии.  
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 Распределение груза по методу минимальной стоимости дает эко-

номию 300 грн. 

 Проверим более экономный план на оптимальность. 

 Имеем: ,6143rang 6ЧЗкл , то есть план невырожденный. 

 Составим таблицу потенциалов (табл. 40.7). 

 

Таблица 40.7 

Таблица потенциалов для исходного плана 
 

 

jv  

iu  

01v  52v  23v  24v  

01u  
0 

3 
5 

2 
4 

2 

12u  1 6 3 
3 

4 

13u  –1 
3 

4 
3 

1 
1 

5 

 

 Критерий оптимальности нарушен: 013432 , то есть в эту 

клетку необходимо отправить груз и провести его по замкнутому циклу в 

табл. 40.6. Количество перераспределяемого груза определяем с помо-

щью 240;2min . 

 Выполнив перегрузку, получим табл. 40.8. 
 

 Таблица 40.8 

Улучшение плана перевозки груза  
 

Склад 
Цех 1B  2B  3B  4B  ia  

1A  
3 

0 
5 

23 
4 

0 
2 

47 
70 

2A  
1 

35 
6 

0    
3 

5  
4 

0 
40 

3A  
3 

0 
3 

2   
1 

38  
5 

0 
40 

jb  35 25 43 47 
150 

150 

 

 Имеем: ,6143rang 6ЧЗкл , то есть план невырожденный. 

 Проверим его на оптимальность (табл. 40.9). 
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Таблица 40.9 

Таблица потенциалов для улучшенного плана 
 

jv  

iu  

01v  42v  23v  14v  

11u  
1 

3 
5 

3 
4 

2 

12u  1 
5 

6 
3 

2 
4 

13u  –1 
3 

3 1 
0 

5 

 

 Все оценки 0ijjiij cvu  – план оптимальный. 

 

3031230532min исхZZ  (грн). 

 

.

03820

05035

470230

minX  

 

Экономическая интерпретация потенциалов 

 Рассмотрим исходную задачу (40.1) – (40.3).  

 Составим математическую модель двойственной к ней задачи: 

,max
11

n

j
jj

m

i
ii vbuaf  

,ijji cvu
 

условие отрицательности не соблюдается, так как задачи несимметрич-

ны. 

 По первой теореме двойственности ,maxmin fZ  то есть, если 

,; **
jiопт vuY  ,,1,,1 njmi  то 

n

j
jj

m

i
ii vbuaZ

1

*

1

*
min .  

 Тогда ,*min
i

i

u
a

Z
 ,*min

j
j

v
b

Z
 то есть  
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,*
min ii auZ  .*

min jj bvZ  

 Это значит, что если задать 1ia  или 1jb , то соответственно 

*
min iuZ   или ,*

min jvZ  то есть потенциалы 
*
iu   и 

*
jv  показывают, на 

сколько изменится функция цели, если запасы i -го поставщика или по-

требности j -го потребителя изменить на единицу: 
 

.minmin ZZZ исх  
 

 Если i -му поставщику добавить груз a  за счет k -го поставщика, 

то  

auuauauZ kikimin   

и  

.min auuZZ kiисх  
 

 Аналогично с потребителями: j -му потребителю добавить груз b 

за счет r -го потребителя, то  
 

bvvbvbvZ rjrjmin   

и  

.min bvvZZ rjисх  

 

 Следовательно, в целях наибольшего снижения суммарных затрат 

на перевозки следует увеличивать объем склада с наименьшим потен-

циалом и сокращать объем склада с наибольшим потенциалом. 

 Таким образом, потенциал iu можно интерпретировать как услов-

ную цену продукции на i -м месте ее производства, а jv  – как условную 

цену продукции на j -м месте ее потребления. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Сформулировать экономическую постановку и построить мате-

матическую модель транспортной задачи.  

2. В чем заключается необходимое и достаточное условие суще-

ствования решения транспортной задачи? 

3. Какие основные этапы решения транспортной задачи? 
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4. Как осуществить переход от одного опорного плана ТЗ к друго-

му? 

Упражнения 

 Решить ТЗ:  
 

40.1 40.2 

jB  

iA  
1B  2B  3B  4B  ia  

1A  2 5 8 1 9 

2A  8 3 9 2 16 

3A  7 4 6 3 5 

jb  11 7 8 4  
 

jB  

iA  
1B  2B  3B  4B  5B  ia  

1A  4 6 8 3 2 7 

2A  5 3 4 6 4 13 

3A  3 2 5 7 5 20 

jb  10 10 5 8 7  
 

 

 

40.3  40.4 

jB  

iA  
1B  2B  3B  4B  ia  

1A  1 3 4 1 100 

2A  5 2 2 7 200 

3A  4 4 3 6 400 

4A  7 2 5 3 200 

jb  100 200 200 300  
 

jB  

iA  
1B  2B  3B  4B  ia  

1A  1 6 9 3 200 

2A  3 2 2 4 400 

3A  4 5 4 7 400 

4A  1 4 3 9 800 

jb  200 400 600 200  
 

 

 

40.5  40.6 

jB  

iA  
1B  2B  3B  4B  ia  

1A  3 4 3 1 300 

2A  2 3 5 6 200 

3A  1 2 3 3 100 

4A  4 5 7 9 200 

jb  300 200 300 100  
 

jB  

iA  
1B  2B  3B  4B  ia  

1A  1 3 4 2 200 

2A  1 2 4 1 200 

3A  3 4 5 9 300 

4A  6 3 7 6 300 

jb  200 300 400 200  
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41. Целочисленное программирование 

 

41.1. Сущность и классификация задач целочисленного 

программирования 

 

 Многие экономические задачи характеризуются тем, что объемы 

управляемых ресурсов (в силу тех или иных объективных свойств) могут 

принимать только целые значения. К ним относятся задачи производст-

ва и распределения неделимой продукции (загрузка оборудования, рас-

пределение автобусов, судов, самолетов по рейсам и т. д.). Математиче-

ская формализация данных ситуаций приводит к моделям дискретного 

(целочисленного) программирования.  

В общем виде математическая модель задачи целочисленного 

программирования имеет вид:  
 

1

( ) max(min)
n

j j
j

Z x c x  

 при ограничениях:   

.,1,,0,,1,,
1

njцелыеxxmibxa jji

n

j
jij  

 

 В литературе, как правило, выделяют следующие классы целочис-

ленных оптимизационных задач: 

 задачи с неделимостями; 

 экстремальные комбинаторные задачи; 

 задачи с разрывными целевыми функциями; 

 задачи на невыпуклых областях и др. 

 В подавляющем большинстве случаев наличие условий неделимо-

сти определяется физическими свойствами моделируемых объектов. 

Так, например, они могут появиться в качестве дополнительных ограни-

чений в уже рассматривавшейся нами выше задаче производственного 

планирования, если в ней осуществляется управление выпуском круп-

ной штучной продукции. 

 Классическим представителем задач данного класса стала так на-

зываемая задача о рюкзаке. Ее фабула носит достаточно условный ха-

рактер и состоит в том, что турист, собирающийся в поход, может нести 

груз весом не более W  кг.  
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 Этот груз может состоять из набора предметов n  типов, каждый 

предмет типа j  весит jw  кг и характеризуется некоторой «полезно-

стью» ju , .,1 nj  В рамках описанной ситуации вполне естественным 

представляется вопрос: сколько предметов каждого вида нужно поло-

жить в рюкзак, чтобы его суммарная полезность была максимальной?  

 Если в качестве компонент плана jx  принять количество уклады-

ваемых предметов типа j , то данную задачу можно записать: 

 

n

j
jjxuXZ

1

max, 

.,0,
1

целыеxxWxw jj

n

j
jj  

  

 Как нетрудно заметить, представленная математическая модель 

носит универсальный характер, и к ней могут быть сведены многие эко-

номические задачи. Ярким подтверждением этому служит и тот факт, 

что в литературе она также известна как задача о загрузке судна. 

 К классу комбинаторных задач относятся задачи оптимизации 

функции, заданной на конечном множестве, элементами которого слу-

жат выборки из n  объектов. Классическим представителем математиче-

ских проблем такого рода стала задача о коммивояжере. Она состоит в 

составлении маршрута посещения торговым агентом, находящимся в 

некотором начальном пункте, n  других городов при условии, что задана 

матрица стоимости переездов из города в город (с учетом начального). 

Причем допустимым является такой маршрут, который предусматривает 

однократное посещение всех городов и возвращение в исходный пункт. 

Очевидно, что наилучший маршрут должен минимизировать суммарную 

стоимость переездов. 

 Многие экономические системы характеризуются наличием так на-

зываемых постоянных затрат, которые должны быть произведены неза-

висимо от объема производства. Учет в моделях этих и подобных фак-

торов приводит к появлению в них целевых функций, не обладающих 

свойством непрерывности. В качестве примера может быть приведена 

транспортная задача с фиксированными доплатами. Она отличается 

от транспортной задачи в матричной постановке тем, что в ней затраты 
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по перевозке груза из i -го пункта производства в j -й пункт потребления 

определяются как 
 

,0,

;0,0

ijijijij

ij

ijij
xdxc

x
xc  

где  ijc  –  издержки на перевозку единицы груза; 

 ijd  –  фиксированная доплата за аренду транспортных средств. 

 

 При таких предпосылках целевая функция суммарных затрат на 

перевозку 
m

i

n

j
ijij xcXZ

1 1

 содержит «скачкообразные» разрывы, что 

существенно затрудняет ее минимизацию, поэтому стандартный метод 

решения основан на следующем преобразовании.  

 Если ввести вспомогательные переменные ijy , такие, что 

 

0ijy  или ,1ijy  

 

,,min ijjiij ybax  

  

то целевая функция примет вид  
 

m

i

n

j
ijijijij ydxcXZ

1 1

. 

  

  В силу характера ограничений задача является задачей частично-

целочисленного программирования. 

 

41.2. Методы решения задач целочисленного программирования 

 

Оптимальное решение задачи, найденное симплекс-методом, в 

общем случае не является целочисленным. Его можно округлить до 

ближайших целых чисел. Однако такое округление может дать решение, 

не лучшее среди целочисленных решений, или может привести к реше-

нию, которое не удовлетворяет системе ограничений.  

Поэтому для нахождения целочисленного решения нужен особый 

алгоритм.  
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Графический метод решения задачи целочисленного  

программирования 
 

При наличии в задаче линейного программирования двух пере-

менных задача может быть решена графическим методом. 

В системе координат 21OXX  находят область допустимых реше-

ний, строят вектор NZgrad  и линию уровня. Перемещая линию уров-

ня по направлению вектора N  для задач на максимум, определяют точ-

ку выхода из области и ее координаты.  

В случае, когда координаты этой точки не целые, в области допус-

тимых решений строят целочисленную решетку, то есть линии, соответ-

ствующие точкам с целыми координатами, и находят на границах их пе-

ресечения такие целые числа 1x  и 2x , которые удовлетворяют системе 

ограничений и при которых значение целевой функции наиболее близ-

кое к оптимальному. Координаты такой вершины и является целочис-

ленным решением. 

Аналогично решается задача на минимум. Целочисленному мини-

муму целевой функции будет соответствовать координата вершины це-

лочисленной области, которая лежит в области допустимых решений, 

более близкой к началу вектора N . 

 

Пример 41.1. Решить задачу целочисленного программирования 
 

1 2( ) 2 4 maxZ x x x
 

 при ограничениях:                 

.2,1,,0

,103

,3/192

21

21

jцелыеxx

xx

xx

jj  
 Решение. 

 Построим многоугольник планов (рис. 41.1).  

 OABC – область допустимых решений. Оптимального решения 

задача достигает в точке 9 5;4115B , при этом максимальное значе-

ние целевой функции составляет 218/15 ед.  

Полученное оптимальное решение не является целочисленным.  
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Рис. 41.1. Область допустимых решений 

  

Условию целочисленности переменных удовлетворяют координа-

ты 14 точек, которые принадлежат области допустимых решений. Чтобы 

найти точку, координаты которой определяют решение исходной задачи, 

заменим многоугольник OABCмногоугольником OKEMRLDFP, который 

содержит все допустимые точки с целочисленными координатами. 

Строим вектор N (2, 4) и, передвигая линию уровня по направлению 

N , получим в точке 1; 3E  максимальное значение целевой функции 

14 ед. Полученное оптимальное решение целочисленное. 

 

Метод Гомори  

Целочисленное решение может быть найдено с использованием 

алгоритма, предложенного Р. Гомори, который состоит из таких этапов: 

1. Симплексным методом находят оптимальное решение задачи.  

2. Если решение целочисленное, то задача решена.  

3. Если же оно не является целочисленным и содержит хотя бы од-

ну дробную координату, то накладывают дополнительно ограничение и 

вычисления продолжают до получения нового решения. Если дробных 

координат несколько, то дополнительное ограничение строят для той 

координаты, у которой дробная часть большая. 

4. Если новое решение не является целочисленным, то снова 

строят дополнительно ограничение. Вычисления продолжают до тех 

пор, пока не будет получено целочисленное решение или показано, что 

задача не имеет целочисленного решения. 
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Пусть полученное оптимальное решение 
*

1 2( , ,..., )nX x x x  не яв-

ляется целочисленным, то есть хотя бы одна компонента оптимального 

плана ix  дробная. 

Последний шаг симплексной таблицы представлен в табл. 41.1. 

 

Таблица 41.1 

Последняя итерация симплекс-таблицы 
 

Б 
бC  0A  1A  2A  … 

iA  … mA  1mA  … 
nA  

1A  1a  1b  1 0 … 0 … 0 1,1 m  … 
n1  

2A  
2a  2b  0 1 … 0 … 0 1,2 m  … n2  

… … ... … … … … … … ... … ... 

iA  
ia  ib  0 0 … 1 … 0 1,mi  … in  

… … ... … … … … … … ... … ... 

mA  ma  mb  0 0 … 0 … 1 1,mm  … mn  

 

Выделим целые и дробные части всех дробных ix . 

Целой частью числа ix
 
(обозначается ix ) называется целое 

число, ближайшее к данному, но расположенное левее данного числа. 

Дробную часть ix  обозначим ix , она определяется следующим 

образом:  

i i ix x x . 
 

Если ib  и хотя бы одно ij  дробные, то с учетом введенных обо-

значений целых и дробных чисел дополнительное ограничение, которое 

должно быть составлено, имеет вид:   
 

n

mj
ijij bx

1

. 

 

Замечание 1: если ib   дробное, а все ij  целые, то задача не имеет 

целочисленного решения. 
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Замечание 2: ограничение целочисленности может быть наложено 

не на все переменные, а лишь на их часть. В таком случае задача явля-

ется частично целочисленной. 

 

Пример 41.2. Решить задачу примера 41.1 методом Гомори. 

Решение.  

 Математическая модель задачи:
 1 2( ) 2 4 maxZ x x x   

 при ограничениях:  

.2,1,,0

,103

,3/192

21

21

jцелыеxx

xx

xx

jj  
 

В табл. 41.2  представлено решение задачи симплексным методом.  

 

Таблица 41.2 

Решение задачи симплекс-методом 
 

№ 

п/п 
Баз. базC

 

jc  2 4 0 0 

Примечания 

0A  1A  2A
 

3A
 

4A  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 3A  0 19/3 2 1 1 0 0, 21
 – план неоптималь-

ный, 

6

19

1

10
;

2

3/19
min1

, 

3

19
2

6

19
11

,  

3

10

3

10
;

1

3/19
min2

, 

max
3

40
4

3

10
22

 

2 
4A  0 10 1 3 0 1 

jбазj ACz  0 0 0 0 0 

j j jz c  – –2 –4 0 0 

3 3A  0 3 5/3 0 1 –1/3 01
 – план неоптимальный, 

3

9

3/5

3

3/1

3/10
;

3/5

3
min1

 

4 2A  4 10/3 1/3 1 0 1/3 

jбазj ACz  40/3 4/3 4 0 4/3 

j j jz c  – –2/3 0 0 4/3 
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Окончание табл. 41.2 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

5 
1A  2 9/5 1 0 3/5 –1/5 Все 0j

 – план оптимальный 

 
6 

2A  4 41/15 0 1 
–

1/5 
2/5 

jбазj ACz  218/15 2 4 2/5 6/5 

j j jz c  – 0 0 2/5 6/5 

 

Получено max(9 / 5;41/15), ( ) 218 /15оптX Z X .  

Это решение не является целочисленным.  

Найдем целые и дробные части чисел 9/5 и 41/15: 
 

;2
15

41
;1

5

9
  

 

9 9 4 41 41 11 4 12 11
1 ; 2 ;

5 5 5 15 15 15 5 15 15
, 

  

то есть сечение Гомори делаем к строке № 5. 

Учитывая, что ,1
5

1
;0

5

3
 то  

 

3 3 3 1 1 4
0 ; 1

5 5 5 5 5 5
. 

 

  Cоставляем дополнительное ограничение:   
 

3 43/ 5 4 / 5 4 / 5x x ,
 

 или в каноническом виде:  
 

3 4 53/ 5 4 / 5 4 / 5x x x . 
 

Дальнейшие вычисления приведены в табл. 41.3. 

Сравнивая полученное значение целевой функции целочисленного 

решения со значением оптимального решения исходной задачи, отме-

чаем, что поиск целочисленного решения приводит к уменьшению экс-

тремального значения. 
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 Таблица 41.3 

Поиск целочисленного решения 
 

№ 

п/п 
Базис базC  

jc  2 4 0 0 0 
Примечания 

0A  1A  2A  3A  4A  5A  

5 
1A  2 9/5 1 0 3/5 –1/5 0 

3

4

5/3

5/4
;

5/3

5/9
min3

 

 
6 

2A  4 41/15 0 1 –1/5 2/5 0 

7 5A  0 4/5 0 0 3/5 4/5 –1 

9 
1A  2 1 1 0 0 –1 1 [11]·(-3/5)+[5] 

10 
2A  4 3 0 1 0 2/3 –1/3 [11]·(1/5)+[6] 

11 3A  0 4/3 0 0 1 4/3 –5/3 [7]/(3/5) 

jбазj ACz  14 2 4 0 2/3 2/3 Все 0j
 – план опти-

мальный 
 j j jz c  – 0 0 0 2/3 2/3 

 

Ответ: max(1,3); ( ) 14оптX Z X . 

 

Метод ветвей и границ 

 Метод ветвей и границ также предусматривает, что поиск опти-

мального плана начинается с решения задачи симплексным или графи-

ческим методом без учета целочисленности.  

 Если мы получим оптимальный целочисленный план, то он также 

будет оптимальным планом задачи целочисленного программирования.  

 Если план не будет целочисленным, то вводят дополнительные ог-

раничения, по которым множество возможных решений (планов) опре-

деленным образом разделяется на подмножества, каждое из которых 

исследуется на поиск оптимального плана в целых числах. Если для 

этих подмножеств такой план не был найден, каждое из них тем же спо-

собом опять разбивается на подмножества. Процесс длится до тех пор, 

пока мы не получим целочисленное решение исходной задачи. Рас-

смотрим, как само множество планов разделяется на подмножества для 

поиска целочисленного решения. 

 Пусть ограничение представлено в виде: jjj Mxm ),1( nj , 

то есть известны нижняя и верхняя границы для каждой из нецелочис-

ленных переменных jx .  
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 Предположим, что исходная задача, которую мы обозначим номе-

ром 1, решена симплексным методом без учета целочисленности, а так-

же по исходному плану вычислен нижний предел целевой функции  

0min ZZ . То есть по любому произвольному плану X , принадлежаще-

му многоугольнику планов, значения целевой функции будут не ниже 

нижнего предела: 0)( ZXZ .  

 Для определенности допустим, что именно компонента 
*
ix  опти-

мального плана задачи не соответствует условию целочисленности. То-

гда из множества возможных решений исключается область:   
 

1][][ ***
iii xxx , 

где  ][ *
ix  – целая часть числа 

*
ix .  

 

 Следовательно, исходная задача разделяется на две (обозначим 

их номерами 2 и 3), которые отличаются одна от другой тем, что в пер-

вой из них система ограничений содержит условие для i -й компоненты: 

][ *
iii xxm , а вторая – условие:  iii Mxx 1][ *

. 

 Решаем задачи 2 и 3 (не важно, в какой последовательности) сим-

плексным методом без учета целочисленности.  

 Если во время решения одной из задач получим не целочисленный 

оптимальный план, по которому значение целевой превышает мини-

мальное: 0
*)( ZXZ , то задача разделяется на две (задачи 4 и 5) для 

последующего поиска целочисленного плана; если получим, что 

0
*)( ZXZ , то данная задача удаляется из списка.  

 Если при решении задач 2 или 3 мы получили целочисленный оп-

тимальный план 
*X , для которого 0

*
max )( ZXZ , то экстремальное 

значение целевой функции, которая соответствует этому плану, исполь-

зуется при решении задач 4 и 5 вместо значения 0Z .  

 Процесс будет длиться до тех пор, пока все задачи из списка не 

будут рассмотрены.  

 Решением исходной задачи считается целочисленный план (среди 

других целочисленных планов задач по списку), которому соответствует 

наибольшее значение целевой функции.   
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 Пример 41.3.  Решить задачу целочисленного программирования 

методом ветвей и границ: 

max,3 21 xxZ  

}.0{,

;40

;50

;62

;1834

21

2

1

21

21

xx

x

x

xx

xx

 

 Решение. 

 Обозначим исходную задачу номером 1. Решим ее без учета цело-

численности. Вначале приведем математическую модель к канониче-

скому виду, введя дополнительные переменные 543 ,, xxx  и 6x .  

Получим такую целевую функцию:  
 

.max00003 654321 xxxxxxZ  
 

 При этом система ограничений имеет вид:  
 

}.0{,

,6,1,0

;4

;5

;62

;1834

21

62

51

421

321

xx

jx

xx

xx

xxx

xxx

j

 

 

 Построив симплексную таблицу, получим исходное базисное ре-

шение: );;;;;(X 45618000 , которое является целочислен-

ным. Ему соответствует минимальное значение целевой функции 

00Z , следовательно, его мы и принимаем за нижнюю границу целе-

вой функции. 

 Решив задачу 1 симплексным методом (предлагаем сделать это 

самостоятельно), получим решение:  
 

)4;5,0;5,1;0;0;5,4(*
1X , 13)( *

1max XZ . 



 277 

 Оптимальный план задачи 1 не является целочисленным, так как 

*
1x . Однако значение целевой функции этого плана больше мини-

мального, поэтому исследуем эту задачу далее. Исключим из много-

угольника планов область 54 *
1x , то есть исходная задача (номер 1) 

разделяется на две, математические модели которых отличаются толь-

ко ограничением для 1x : 

Задача  2 Задача  3 

}.0{,

;40

;40

;62

;1834

max,3

21

2

1

21

21

21

xx

x

x

xx

xx

xxZ

 

}.0{,

;40

;55

;62

;1834

max,3

21

2

1

21

21

21

xx

x

x

xx

xx

xxZ

 

 

Решим каждую из них симплексным методом без учета целочис-

ленности (поскольку план 
*
1X  не является целочисленным, значение 0Z  

не изменяется). Задача 3 не имеет решений, поскольку ее условия про-

тиворечивы. Задача 2 дает решение: )
3

10;0;
3

2;0;
3

2;4(*
2X , 

.
3

212)( *
2max XZ  План 

*
2X  не является целочисленным, поэтому зна-

чение 0Z  остается неизменным. Чтобы рассматривать задачу дальше, 

исключаем область дробных решений для компоненты 
*
2x  оптимального 

плана, то есть область: 10 *
2x . Следовательно, задача снова разде-

ляется на две. 

Задача  4 Задача  5 

}.0{,

;00

;40

;62

;1834

max,3

21

2

1

21

21

21

xx

x

x

xx

xx

xxZ

 

}.0{,

;41

;40

;62

;1834

max,3

21

2

1

21

21

21

xx

x

x

xx

xx

xxZ
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Решим задачу 4, не учитывая целочисленности, и получим резуль-

тат: )0;0;2;2;0;4(*
4X , 12)( *

4max XZ . Этот план является 

целочисленным, но мы не можем считать это ответом, поскольку не рас-

смотрен весь список задач. При дальнейшем рассмотрении получим но-

вое минимальное значение 12'
0Z , которое соответствует целочислен-

ному плану 
*
4X . Не учитывая целочисленности, будем иметь такое ре-

шение задачи 5:  

)3;0;25,0;25,0;0;1;75,3(*
5X , 25,12)( *

5max XZ .  

Следовательно, получили 
'
0

*
5max )( ZXZ , то есть это перспектив-

ная «ветвь» задач, но план *
5X  не является целочисленным, поэтому 

предельное значение целевой функции 12'
0Z  остается неизменным. 

Задачи 6 и 7 образуются из задачи 5, если из многоугольника ее 

планов исключить область 43 *
1x . Имеем такие математические мо-

дели для этих задач: 

Задача  6 Задача  7 

}.0{,

;41

;30

;62

;1834

max,3

21

2

1

21

21

21

xx

x

x

xx

xx

xxZ

 

}.0{,

;41

;44

;62

;1834

max,3

21

2

1

21

21

21

xx

x

x

xx

xx

xxZ

 

 

Задача 7 имеет противоречивые условия, следовательно, не имеет 

решений.  

Задача 6 дает решение:  

)5,2;5,0;0;0;5,1;5,1;3(*
6X , 5,10)( *

6max XZ . 

Получили, что 
'
0

*
6max )( ZXZ , то есть ветвь задач, которая связа-

на с задачей 6, является неперспективной, и далее ее исследовать не 

имеет смысла. 

Список задач исчерпан, решение исходной задачи найдено:  
 

12)( *
max XZ  при )0;0;2;2;0;4(*

4
* XX . 
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Вопросы для самодиагностики 

 

1. Какие основные проблемы возникают при решении дискретных 

задач? 

2. Какие экономико-математические модели могут быть сведены к 

задаче о коммивояжере? 

3. Привести пример моделей с разрывными целевыми функциями. 

4. Какой принцип используется для построения правильного сече-

ния в методе Гомори? 

5. Перечислить основные этапы метода Гомори. 

6. Как используется двойственный симплекс-метод при решении 

целочисленной линейной задачи методом Гомори? 

7. Перечислить принципиальные идеи, лежащие в основе методов 

ветвей и границ. 

8. Как производится построение отсечения при решении целочис-

ленной линейной задачи методом ветвей и границ? 

 

Упражнения 

 

 Решить задачи целочисленного программирования: 

а) 

1 2

1 2

1 2

1 2

5 3 max,

3 2,

5 6,

, 0, ;

Z x x

x x

х x

x x целые

  б)  

1

1 2

1 2

1 2

2 max,

3 6,

5 9,

, 0, ;

Z x

x x

х x

x x целые

  

 

в) 

1 2

2

1 2

1 2

6 5 max,

4,

2 3 15,

, 0, ;

Z x x

x

х x

x x целые

  г)  

1 2

1 2

2

1 2

2 5 max,

3 3,

4,

, 0, ;

Z x x

x x

x

x x целые

   

 

д)   

1 2

1 2

2

1 2

min,

2 3 4,

2,

, 0, ;

Z x x

x x

x

x x целые

 е)  

1 2

1 2

2

1 2

2 3 max,

5 3 15,

3,

, 0, .

Z x x

x x

x

x x целые
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42. Предмет и задачи исследования операций 

 

42.1. Связь математических методов моделирования  

и исследования операций в экономике. Этапы решения задач  

с использованием математических методов 

 

Под исследованием операций понимается научный подход к реше-

нию задач организационного управления. Термин «исследование опера-

ций» возник в годы Второй мировой войны и означал первоначально 

планирование боевых операций.  

В современной более общей трактовке – это научная методология 

и технология нахождения рационально обоснованных решений в раз-

личных областях человеческой деятельности.  

Объектом изучения исследования операций являются операции в 

экономике, представляющие собой совокупность действий, приводящих 

экономическую систему к некоторой цели. Предметом является иссле-

дование этих операций с помощью математических методов их модели-

рования с целью обоснования принимаемых решений по организации 

оптимального управления этими операциями. Поэтому под термином 

«исследование операций» обычно понимают комплекс научных методов 

для предварительного решения задач эффективного управления орга-

низационными системами.  

При решении задачи управления в экономике применение матема-

тических методов и моделей предполагает: построение экономических и 

математических моделей для задач принятия решения в сложных си-

туациях или в условиях неопределенности; изучение взаимосвязей, оп-

ределяющих впоследствии принятие решений, и установление критери-

ев эффективности, позволяющих оценивать преимущество того или ино-

го варианта действия. 

 Природа организационных систем  может быть самой различной, а 

их общие математические модели находят применение не только при 

решении производственных и экономических задач, но и в биологии, со-

циологических исследованиях, в геологоразведке и других практических 

сферах. Таким образом, исследование операций охватывает разнооб-

разные вопросы построения математических моделей ситуаций, опре-

деления наилучших решений и их нахождения, анализа и практического 

применения. 
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Несмотря на многообразие задач организационного управления, 

при их решении можно выделить некоторую общую последовательность 

этапов, через которые проходит любое операционное исследование. Как 

правило, это: 

1. Постановка задачи. 

2. Построение содержательной (вербальной) модели рассматри-

ваемого объекта (процесса). На данном этапе происходит формализа-

ция цели управления объектом, выделение возможных управляющих 

воздействий, влияющих на достижение сформулированной цели, а так-

же описание системы ограничений на управляющие воздействия. 

3. Построение математической модели, то есть перевод вербаль-

ной модели в ту форму, в которой для ее изучения может быть исполь-

зован математический аппарат. 

4. Решение задач, сформулированных на базе построенной мате-

матической модели. 

5. Проверка полученных результатов на их адекватность природе 

изучаемой системы, включая исследование влияния так называемых 

немодельных факторов, и возможная корректировка первоначальной 

модели. 

6. Реализация полученного решения на практике. 

  

42.2. Операции и их эффективность 

 

 Задачи исследования операций возникают в сферах организаци-

онного управления и связаны с нахождением управленческих решений в 

тех или иных конкретных ситуациях. Операция – любое управляемое 

мероприятие, направленное на достижение цели. Результат операции 

зависит от способа ее проведения, организации, иначе – от выбора не-

которых параметров. Эти параметры называют управляющими пере-

менными. Определенный выбор параметров называется решением. 

Оптимальными считают те решения, которые по тем или иным сооб-

ражениям предпочтительнее других.  

 Все множество операций можно условно разделить на два основ-

ных типа. В операциях первого типа (детерминированных) принятие 

управленческого решения приводит к ожидаемому результату. Закупка 

картофеля у двух поставщиков в известных количествах даст опреде-

ленную относительную прибыль. Долевое распределение заказа на из-
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готовление продукции между двумя заводами-изготовителями повлечет 

конкретные производственные издержки и т. д. В операциях второго ти-

па (стохастических, игровых) принятие и реализация управленческого 

решения не гарантирует, вообще говоря, получение ожидаемого резуль-

тата. На него могут повлиять не контролируемые случайные факторы 

(например, природные) или целенаправленные действия других участ-

ников операции, заинтересованных в том или ином ее исходе.  

 Любая задача исследования операций имеет начальные «дисцип-

линирующие» условия, то есть такие исходные данные, которые фикси-

рованы с самого начала и не могут быть нарушены. В своей совокупно-

сти они формируют так называемое множество возможных решений. 

 Чтобы сравнивать между собой по эффективности разные реше-

ния, нужно иметь количественный критерий, называемый показателем 

эффективности (или целевой функцией). Этот показатель выбирается 

так, чтобы отражать целевую направленность операции. 

 Часто выполнение операции сопровождается действием случай-

ных факторов. Тогда в качестве показателя эффективности берется не 

сама величина, которую хотелось бы оптимизировать, а ее среднее зна-

чение (или математическое ожидание). Иногда операция, сопровождае-

мая случайными факторами, преследует такую цель А, которая может 

быть либо достигнута полностью, либо не достигнута совсем (типа «да – 

нет»). Тогда в качестве показателя эффективности выбирают вероят-

ность достижения этой цели p(A).  

 Неправильный выбор показателя эффективности может привести к 

неоправданным затратам и потерям.  

 

42.3. Экономико-математическое моделирование. Математическая 

модель операции 

 

 Суть экономико-математического моделирования заключается в   

описании социально-экономических систем и процессов в виде экономи-

ко-математических моделей. При этом математические методы следует 

понимать как инструмент, а экономико-математические модели – как 

продукт процесса математического моделирования.  

 Процесс математического моделирования включает в  себя три 

структурных элемента: объект исследования, субъект (исследователь) и 

модель, характеризующую отношения между субъектом и объектом.    
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  Общая схема процесса экономико-математического моделирова-

ния состоит из шести этапов: 

 1. Постановка экономической проблемы и ее качественный анализ. 

На этом этапе требуется сформулировать сущность проблемы, прини-

маемые предпосылки и допущения. Необходимо выделить важнейшие 

свойства моделируемого объекта, изучить его структуру и взаимосвязь 

его элементов, предварительно сформулировать гипотезы, объясняю-

щие поведение и развитие объекта.  

2. Построение математической модели. Это этап формализации     

экономической проблемы, то есть выражения ее в виде конкретных ма-

тематических зависимостей (функций, уравнений, неравенств и др.).  

Построение модели подразделяется в свою очередь на несколько 

стадий.  Вначале определяется тип экономико-математической модели, 

изучаются возможности ее применения в данной задаче, уточняется 

конкретный перечень переменных и параметров, форма связей. Для не-

которых сложных объектов целесообразно строить несколько разноас-

пектных моделей; при этом каждая модель выделяет лишь некоторые 

стороны  объекта, а другие стороны учитываются приближенно.    

3. Математический анализ модели. На этом этапе математически-

ми приемами исследования выявляются общие свойства модели и ее 

решений.  

Важным моментом является доказательство существования реше-

ния сформулированной задачи. При аналитическом исследовании выяс-

няется, единственно ли решение, какие переменные могут входить в 

решение, в каких пределах они изменяются, каковы тенденции их изме-

нения и т. д.  

Модели сложных экономических объектов с большим трудом под-

даются аналитическому исследованию; в таких случаях переходят к  

численным методам исследования. 

4. Подготовка исходной информации. Используются методы тео-

рии вероятностей, теоретической и математической статистики для ор-

ганизации выборочных обследований, оценки достоверности данных и  

т. д. 

5. Численное решение. Этот этап включает разработку алгоритмов      

численного решения задачи, подготовку программ на компьютере и не-

посредственное проведение расчетов. 
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6. Анализ численных результатов и их применение. На этом этапе 

решается вопрос о правильности и полноте результатов моделирования        

и применимости их как в практической деятельности, так и в целях усо-

вершенствования модели. Поэтому должна быть проведена проверка 

адекватности модели по тем свойствам, которые выбраны в качестве 

существенных (должны быть произведены верификация и валидация 

модели). Верификация модели – проверка правильности  структуры (ло-

гики) модели; валидация модели – проверка соответствия данных, полу-

ченных на основе модели, реальному процессу. 

Перечисленные этапы экономико-математического моделирования   

находятся в тесной взаимосвязи, могут иметь место возвратные связи   

этапов.    

 В составе экономико-математических методов можно выделить   

следующие разделы:  

экономическая кибернетика: системный анализ экономики, теория     

экономической информации и теория управляющих систем;  

математическая статистика: экономические приложения дан-

ной дисциплины – выборочный метод, дисперсионный анализ, корреля-

ционный анализ, регрессионный анализ, многомерный статистический 

анализ, факторный анализ, теория индексов и др.;  

 математическая экономика, изучающая те же вопросы с количе-

ственной стороны; эконометрия: теория экономического роста, теория     

производственных функций, межотраслевые балансы, национальные 

счета, анализ спроса и потребления, региональный и пространственный     

анализ, глобальное моделирование и др.;  

методы принятия оптимальных решений, в том числе исследо-

вание операций в экономике, включающее в себя оптимальное (матема-

тическое) программирование, сетевые методы планирования и управле-

ния, программно-целевые методы планирования и управления, теорию и 

методы управления запасами, теорию массового обслуживания, теорию 

игр, теорию и методы принятия решений, теорию расписаний;       

методы экспериментального изучения экономических явлений:      

математические методы анализа и планирования экономических экспе-

риментов, методы машинной имитации (имитационное моделирование), 

деловые игры, методы экспертных оценок, разработанные для оценки 

явлений, не поддающихся непосредственному измерению.  
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Выделяют следующие признаки классификации экономико-

математических моделей: 

по общему целевому назначению: теоретико-аналитические, ис-

пользуемые при изучении общих свойств и закономерностей экономиче-

ских процессов, и прикладные, применяемые в решении конкретных      

экономических задач анализа, прогнозирования и управления; 

по степени агрегирования объектов моделирования: макроэко-

номические и микроэкономические; 

по конкретному назначению: балансовые модели, выражающие 

требование соответствия наличия ресурсов и их использования; трен-

довые модели, в которых развитие моделируемой экономической         

системы отражается через тренд (длительную тенденцию) ее основных   

показателей; оптимизационные модели, предназначенные для выбора     

наилучшего варианта из определенного числа вариантов производства,     

распределения или потребления; имитационные модели, предназначен-

ные  для использования в процессе  машинной имитации изучаемых   

систем или процессов и др.;  

 по типу информации, используемой в  модели: аналитические,   

построенные на априорной информации, и идентифицируемые, постро-

енные на апостериорной информации; 

по учету фактора времени: статические, в которых все зависимо-

сти отнесены к одному моменту времени, и динамические, описываю-

щие экономические системы в развитии; 

по учету фактора неопределенности: детерминированные, если   

в  них результаты на выходе однозначно определяются управляющими   

воздействиями, и стохастические (вероятностные), если при задании     

на входе модели определенной совокупности значений на ее выходе   

могут получаться различные результаты в зависимости от действия   

случайного фактора; 

по типу математического аппарата, используемого в модели: 

матричные модели, модели линейного и нелинейного программирова-

ния, корреляционно-регрессионные модели, модели теории массового 

обслуживания, модели сетевого планирования и управления, модели 

теории игр и т. д.;   

по типу подхода к изучаемым социально-экономическим систе-

мам: дескриптивные, предназначенные для описания и объяснения фак-

тически наблюдаемых явлений или для прогноза этих явлений, и норма-
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тивные модели, в которых интересуются не тем, каким образом устрое-

на и развивается экономическая система, а как она должна быть устрое-

на и как должна действовать в смысле определенных критериев.  

 Для применения количественных методов исследования операций 

требуется построить математическую модель операции. При построении 

модели операция упрощается, схематизируется и схема операции опи-

сывается с помощью того или иного математического аппарата.  

 Модель операции – это достаточно точное описание операции на 

подходящем математическом языке (функции, уравнения, системы 

уравнений и неравенств, графы и т. п.). Составление модели операции 

требует понимания сущности описываемого явления и знания матема-

тического аппарата одновременно.  

 При этом отправной точкой является исходная планово-экономи-

ческая ситуация. 

 Изучение и анализ детерминированных и стохастических или игро-

вых операций проводится на основе математических моделей. В ма-

тематической модели при упрощающих предположениях, в некотором 

приближении к действительности описываются с помощью математиче-

ских соотношений те решения, которые могут принимать участники опе-

рации, и влияние этих решений на интересующие их результаты. 

 Наиболее простой по форме является однокритериальная де-

терминированная модель операции, в которой фигурируют множество  

D  некоторых решений  x  и целевая функция  xf  – характеристика 

или критерий «качества» решения  x . В однокритериальной модели 

операции на множестве решений задается  отношение предпочтения, 

которое определяет наилучшее в смысле выбранного критерия  опти-

мальное решение. Тогда задача поиска оптимального решения сводится 

к задаче на условный экстремум .Dx,maxminxf  

  Стохастические, или игровые, модели имеют более сложную 

природу и соответствующее математическое описание. Отношение 

предпочтения на множестве ситуаций задается не столь просто, как в 

однокритериальной модели.  

  Игровая модель для двух лиц имеет следующий вид: 
 

,Yy,Xxmax,y,xHmax,y,xH 21  

где  y,x  – стратегии игроков 1 и 2;  

 Y,X  – множества стратегий;  
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y,xH,y,xH 21  – функции выигрыша игроков, заданные на мно-

жестве ситуаций  YX .  
 

 Зависимость выигрыша одного игрока от стратегий другого игрока 

есть специфическая особенность игры. Выигрыши игроков становятся 

известными лишь после того, как ситуация y,x  сформирована игрока-

ми полностью. 

 Задачи исследования операций делятся на две категории: прямые 

и обратные. 

Прямые задачи отвечают на вопрос: чему будет равен показатель 

эффективности Z , если в заданных условиях Yy  будет принято не-

которое решение .Xx  Для решения такой задачи строится математи-

ческая модель, позволяющая выразить показатель эффективности че-

рез заданные условия и решение, а именно: заданные факторы (исход-

ные данные), управляющие переменные (решение), Z – показатель эф-

фективности (целевая функция), F– функциональная зависимость меж-

ду переменными. 

 Обратные задачи отвечают на вопрос: как при данных условиях 

 выбрать решение, чтобы показатель эффективности Z  достиг макси-

мума (минимума). Такую задачу называют задачей оптимизации реше-

ния. Пусть прямая задача решена, то есть модель операции задана и 

вид зависимости F  известен. Тогда обратная задача (то есть задача оп-

тимизации) может быть сформулирована следующим образом: требует-

ся найти такое решение,  при котором показатель эффективности Z  

есть оптимальное значение,  взятое по всем решениям, входящим в 

множество возможных решений X . Метод поиска экстремума показате-

ля эффективности Z  и связанного с ним оптимального решения  должен 

всегда выбираться, исходя из особенностей функции F  и вида ограни-

чений, накладываемых на решение. (Например, классическая задача 

линейного программирования.) 

 После того, как операция представлена в виде математической 

модели и на множестве всех решений введено отношение предпочте-

ния, начинается этап анализа модели. С помощью средств математики 

выясняются вопросы существования и единственности оптимальных 

решений, выявляются их отличительные признаки, разрабатываются 

методы и алгоритмы поиска решений, анализируется чувствительность 

решений к исходным данным – параметрам и коэффициентам модели.  
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 Результатом анализа служат несколько приемлемых вариантов 

решений. Их нахождение, исследование и аргументированное обосно-

вание составляют конечную цель исследования операций. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Описать объект и предмет исследования операций. 

2. Какие этапы операционального исследования? 

3. Привести основные понятия исследования операций. Какие су-

ществуют типы операций? 

4. Сформулировать общую постановку задачи исследования опе-

раций. 

5. Какие типы задач исследования операций? 

6. Охарактеризовать этапы экономико-математического модели-

рования.  

7. Какие основные классификационные признаки экономико-

математических моделей. Привести примеры моделей, входящих в ту 

или иную классификационную рубрику. 

 

 

43. Оптимизационные задачи управления запасами 

 

43.1. Задача о распределении инвестиционных ресурсов 

 между объектами, ее представление в виде модели динамического  

программирования; алгоритм поиска оптимального плана 

 

 Экономический процесс является управляемым, если можно вли-

ять на ход его развития. Под управлением понимается совокупность ре-

шений, принимаемых на каждом этапе для влияния на ход развития 

процесса.  

 Динамическое программирование – один из разделов оптималь-

ного программирования, в котором процесс принятия решения и управ-

ления может быть разбит на отдельные этапы (шаги).  

 Динамическое программирование позволяет свести одну сложную 

задачу со многими переменными к нескольким задачам с малым числом 

переменных.  



 289 

 Это значительно сокращает объем вычислений и ускоряет процесс 

принятия управленческого решения. В отличие от линейного програм-

мирования, в котором симплексный метод является универсальным ме-

тодом решения, в динамическом программировании такого универсаль-

ного метода не существует.  

 Одним из основных методов динамического программирования яв-

ляется метод рекуррентных соотношений, который основывается на 

использовании принципа оптимальности, разработанного американским 

математиком Р. Беллманом. Принцип состоит в том, что, каковы бы ни 

были начальное состояние на любом шаге и управление, выбранное на 

этом шаге, последующие управления должны выбираться оптимальны-

ми относительно состояния, к которому прийдет система в конце данно-

го шага. Использование данного принципа гарантирует, что управление, 

выбранное на любом шаге, не локально лучше, а лучше с точки зрения 

процесса в целом. 
 

Оптимальное распределение ресурсов 

Пусть имеется некоторое количество ресурсов x , которое необхо-

димо распределить между n  различными предприятиями, объектами, 

работами и т. д. так, чтобы получить максимальную суммарную эффек-

тивность от выбранного способа распределения. 

Введем обозначения:  

ix  – количество ресурсов, выделенных i -му предприятию ( n,i 1 ); 

ii xg  – функция полезности, в данном случае это величина дохо-

да от использования ресурса ix , полученного i -м предприятием; 

xfk  – наибольший доход, который можно получить при исполь-

зовании ресурсов x  от первых k различных предприятий. 
 

Математическую модель сформулированной задачи можно запи-

сать в виде: 
 

n

i
iin xgmaxxf

1

  при ограничениях:  
n

i
ii .n,i,x,xx

1

10  

 

Для решения задачи необходимо получить рекуррентное соотно-

шение, связывающее xfk  и xfk 1 . 
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Обозначим через kx  количество ресурса, используемого k -м спо-

собом (0 ≤ kx  ≤ x ), тогда для ( 1k ) способов остается величина ресур-

сов, равная ( x  – kx ). Наибольший доход, который получается при ис-

пользовании ресурса ( x  – kx ) от первых ( 1k ) способов, составит 

kk xxf 1 . Для максимизации суммарного дохода от k -гo и первых 

( 1k ) способов необходимо выбрать kx  таким образом, чтобы выпол-

нялись соотношения: 

,xgxf 11  

 

.n,k,xxfxgmaxxf kkkkk 21  

 

Пример 43.1 (распределение инвестиций для эффективного ис-

пользования потенциала предприятия). Совет директоров инвестици-

онной компании рассматривает предложения по наращиванию произ-

водственных мощностей для увеличения выпуска однородной продукции 

на четырех предприятиях, принадлежащих компании. Для расширения 

производства совет директоров выделяет инвестиционные средства в 

объеме 100 млн грн с дискретностью 20 млн грн. Прирост выпуска про-

дукции на предприятиях зависит от выделенной суммы, его значения 

представлены в табл. 43.1. 

 

Таблица 43.1 

Прирост выпуска продукции, млн. грн 
 

Выделяемые  

средства, млн грн 

Предприятия 

№ 1 № 2 № 3 № 4 

20 8 10 12 11 

40 12 20 22 20 

60 24 26 25 28 

80 36 38 37 35 

100 42 45 48 50 

 

Найти распределение средств между предприятиями, обеспечи-

вающее максимальный прирост выпуска продукции, причем на одно 

предприятие можно осуществить не более одной инвестиции. 
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Решение.  

Разобьем решение задачи на четыре этапа по количеству пред-

приятий, на которых предполагается осуществить инвестиции. 

Рекуррентные соотношения будут иметь вид: 

для предприятия № 1:   

,xgxf 111  

для всех остальных предприятий: 
 

.n,k,xxfxgmaxxf kkkkk 21  

 

Решение будем проводить согласно рекуррентным соотношениям 

в четыре этапа. 

1-й этап. Инвестиции производим только первому предприятию.  

Тогда: 
 

.f,f,f,f,f 42100368024601240820 11111  

 

2-й этап. Инвестиции выделяем первому и второму предприятиям.  

Рекуррентное соотношение для 2-го этапа имеет вид: 
 

.xxfxgmaxxf 21222  

Тогда  

при x  = 20:  1010810008202 ;max;maxf ; 

при x  = 40: 202018122010812402 ;;max;;maxf ; 
 

при x  = 60: 

282628222426208101224602 ;;;max;;;maxf ; 
 

при x  = 80: 

 
;;;;;max

;;;;maxf

383834323436

382682012102436802
 

 

при x  = 100: 

.4645;46;38;44;46;42max

45;388;1226;2024;1036;42max

0100;2080;4060

;6040;8020;1000max100

121212

1212122

fgfgfg

fgfgfgf
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Таким образом, если 100 млн грн распределять между двумя 

предприятиями, то выгодно выделить первому предприятию 80 млн грн, 

второму – 20 млн. грн или второму – 80 млн грн, а первому – 20 млн грн. 

При этом максимальный совокупный доход будет 46 млн грн. 
 

3-й этап. Финансируем 2-й этап и третье предприятие.  

 Итак, .46100,3880,2860,2040,1020 22222 fffff  

 Расчеты проводим по формуле: .xxfxgmaxxf 32333  

Тогда при x  = 20: 121210203 ;maxf ; 
 

при x  = 40: 2222222022121020403 ;;max;;maxf ; 
 

при x  = 60: 

3225323228252210122028603 ;;;max;;;maxf ; 
 

при x  = 80: 

;;;;;max

;;;;maxf

423735424038

3725102220122838803
 

 

при x  = 100: 

.5048;47;45;50;50;46max

48;1037;2025;2228;1238;46max

0100;2080;4060

;6040;8020;1000max100

232323

2323233

fgfgfg

fgfgfgf

 

 

Таким образом, если 100 млн грн перераспределять между тремя 

предприятиями, то выгодно  выделить  только  второму  предприятию  

80 млн грн и третьему – 20 млн грн или первому – 20 млн грн, второму – 

40 млн грн и третьему – 40 млн грн. При этом максимальный совокупный 

доход будет 50 млн грн. 
  

4-й этап. Инвестиции в объеме 100 млн. грн распределяем между 

3-м этапом и четвертым предприятием. 

Итак, .50100,4280,3260,2240,1220 33333 fffff  

При x  = 100: 

;0100;2080;4060

;6040;8020;1000max100

343434

3434344

fgfgfg

fgfgfgf
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.5350;47;50;52;53;50max

50;3512;2822;2032;1142;50max1004f
 

 

Получены условия управления от 1-го до 4-го этапов.  

Максимальный прирост выпуска продукции в 53 млн грн получен на 

4-м этапе как 42 млн грн + 11 млн грн, то есть 11 млн грн соответствуют 

выделению 20 млн грн четвертому предприятию (см. табл. 43.1).  

Согласно   3-му   этапу   42   млн грн   получено  как  20  млн грн   + 

  22 млн. грн, то есть 22 млн грн соответствует выделению 40 млн грн 

третьему предприятию.  

Согласно 2-этапу 20 млн грн получено при выделении 40 млн грн 

второму предприятию. 

Таким образом, инвестиции в объеме 100 млн грн. целесообразно 

выделить второму и третьему предприятиям по 40 млн грн каждому и 

четвертому предприятию 20 млн грн, при этом прирост продукции будет 

максимальным и составит 53 млн грн. 
 

Пример 43.2. Распределить инвестиции в размере 700 тыс. грн по 

4 фирмам. Размер инвестиций кратен 100 тыс. грн. Эффект от направ-

ления i -й фирме инвестиций в размере m (сотен тыс. грн) выражается 

функцией  mfi  (табл. 43.2).  

 

Таблица 43.2 
Исходные данные 

 

x  0 100 200 300 400 500 600 700 

11 xf  0 28 45 65 78 90 102 113 

22 xf  0 25 41 55 65 75 80 85 

33 xf  0 15 25 40 50 62 73 82 

44 xf  0 33 33 42 48 53 56 58 

 

Решение.  

Покажем еще один способ решения задачи динамического про-

граммирования. 

 Приходим к задаче:  maxxf
i

ii

4

1

,  ,4,1,0,700
4

1

ixx i
i

i  

 

где ix  – неизвестный размер инвестиций i -й фирме.  
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 Эта задача решается методом динамического программирования: 

последовательно ищется оптимальное распределение для 42,k  

фирм.  

 Пусть первым двум фирмам выделено  m  инвестиций, обозначим 

mz2  величину инвестиций 2-й фирме, при которой сумма  

 

mj,jzmfjzf 02122  

 

максимальна, саму эту максимальную величину обозначим  mF2 .  

 Далее действуем также: находим функции 3z  и 3F  и т. д.  

 На k -м шаге для нахождения mFk  используем основное рекур-

рентное соотношение: 
 

.j,jmFjfmaxmF kkk 701  

 

 Заполняем табл. 43.3.  

 

Таблица 43.3 

Промежуточные расчеты для двух фирм 
 

2x  

2xm  0 100 200 300 400 500 600 700 

21 xmF    
 

 22 xf  

0 28 45 65 78 90 102 113 

0 0 0 28 45 65 78 90 102 113 

100 25 25 53 70 90 103 115 127  

200 41 41 69 86 106 119 131   

300 55 55 83 100 120 133    

400 65 65 93 110 130     

500 75 75 103 120      

600 80 80 108       

700 85 85        

 

 Значения 22 xf  складываем со значениями 

 

2221 xmfxmF  
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и на каждой диагонали находим наибольшее число, которое отмечаем и 

указываем соответствующее значение 2z . 

 В табл. 43.4 выделен максимальный суммарный эффект от выде-

ления соответствующего размера инвестиций двум предприятиям. 

 

Таблица 43.4 
 

Максимальный суммарный эффект (два предприятия) 
 

m 0 100 200 300 400 500 600 700 

mF2  0 28 53 70 90 106 120 133 

mz2  0 0 100 100 100 200 300 300 

 

 Продолжая процесс, табулируем функции mF3  и mz3  

(табл. 43.5).  

  

Таблица 43.5 

Промежуточные расчеты для трех фирм 
 

3x  

3xm  0 100 200 300 400 500 600 700 

32 xmF    
 

 33 xf  

0 28 53 70 90 106 120 133 

0 0 0 28 53 70 90 106 120 133 

100 15 15 43 68 85 105 121 135  

200 25 25 53 78 95 115 131   

300 40 40 68 93 110 130    

400 50 50 78 103 120     

500 62 62 90 115      

600 73 73 101       

700 82 82        

 

 В табл. 43.6 выделен максимальный суммарный эффект от выде-

ления соответствующего размера инвестиций трем предприятиям. 

 В табл. 43.7  заполняем  только диагональ для значения m = 700. 

В табл. 43.8 выделен максимальный суммарный эффект от выделения 

соответствующего размера инвестиций четырем предприятиям. 
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 Таблица 43.6 

Максимальный суммарный эффект (три предприятия) 
 

m 0 100 200 300 400 500 600 700 

mF3  0 28 53 70 90 106 121 135 

mz3  0 0 0 0 0 0 100 100 

 

Таблица 43.7 

Промежуточные расчеты для четырех фирм 
 

4x  

4xm  0 100 200 300 400 500 600 700 

43 xmF  

44 xf  

0 28 53 70 90 106 121 135 

0 0 0 28 53 70 90 106 121 135 

100 20 20 48 73 90 110 126 141  

200 33 33 61 86 103 123 139   

300 42 42 70 95 112 132    

400 48 48 76 101 118     

500 53 53 81 106      

600 56 56 84       

700 58 58        

 

Таблица 43.8 

Максимальный суммарный эффект (четыре предприятия) 
 

m 0 100 200 300 400 500 600 700 

mF4  0 28 53 73 90 110 126 141 

mz4  0 0 0 0 0; 100 100 100 100 

 

 Результаты сведены в табл. 43.9. 1417004F  показывает макси-

мальный суммарный эффект по всем 4-м фирмам, а 1007004z  – 

размер инвестиций в 4-ю фирму для достижения максимального эффек-

та. На долю первых трех фирм осталось (700 – 100) и для достижения 

максимального суммарного эффекта по первым трем фирмам в третью 

надо вложить 100  и т. д. В табл. 43.9 отмечены оптимальные значения 

инвестиций по фирмам и значения эффектов от них. 
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Таблица 43.9 

Итоги расчетов 
 

m 0 100 200 300 400 500 600 700 

111 xfmF  0 28 45 65 78 90 102 113 

11 xz  0 100 200 300 400 500 600 700 

mF2  0 28 53 70 90 106 120 133 

mz2  0 0 100 100 100 200 300 300 

mF3  0 28 53 70 90 106 121 135 

mz3  0 0 0 0 0 0 100 100 

mF4  0 28 53 73 90 110 126 141 

mz4  0 0 0 0 0; 100 100 100 100 

  

 Таким образом, наилучшим является следующее распределение 

капитальных вложений по предприятиям:  
 

.x;x;x;x **** 100100200300 4321  
 

 Оно обеспечивает производственному объединению наибольший 

возможный прирост прибыли 141 тыс. грн. 

 

43.2. Сущность проблемы оптимального управления запасами. 

Классификация издержек 

 

Возникновение теории управления запасами можно связать с рабо-

тами Ф. Эджуорта и Ф. Харриса, в которых исследовалась простая опти-

мизационная модель для определения экономичного размера партии 

поставки для складской системы с постоянным равномерным расходом 

и периодическим поступлением хранимого продукта. 

Запасом называется любой ресурс, который хранится для удовле-

творения будущих нужд. Примерами запасов могут стать полуфабрика-

ты, готовые изделия, материалы, различные товары, а также денежная 

наличность, находящаяся в хранилище. 

Существуют причины, побуждающие предприятие создавать запа-

сы: 

1) дискретность поставок при непрерывном потреблении; 

2) упущенная прибыль в случае отсутствия запаса; 
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3) случайные колебания: 

 а) спроса за период между поставками; 

 б) объема поставок; 

 в) длительности интервала между поставками; 

4) предполагаемые изменения конъюнктуры: 

 а) сезонность спроса; 

 б) сезонность производства. 

Существуют также причины, побуждающие предприятия стремить-

ся к минимизации запасов на складах: 

1) плата за хранение запаса; 

2) физические потери при хранении; 

3) моральный износ продукта. 

Задача управления запасами состоит в выборе для предприятия 

целесообразного решения. 
 

Основные понятия теории управления запасами 

Издержки выполнения заказа (издержки заказа) – это накладные 

расходы, связанные с оформлением заказа. В промышленном произ-

водстве такими издержками являются затраты на переналадку оборудо-

вания и подготовительные операции. 

Издержки хранения – расходы, связанные с физическим содер-

жанием товаров на складе, плюс возможные проценты на капитал, вло-

женный в запасы. Обычно они выражены в абсолютных единицах или в 

процентах от закупочной цены и связаны с определенным промежутком 

времени. 

Упущенная прибыль (издержки дефицита) – издержки, связанные 

с неудовлетворенным спросом, возникающим из-за отсутствия продукта 

на складе. 

Совокупные издержки за период представляют собой сумму из-

держек заказа, издержек хранения и упущенной прибыли. Иногда к ним 

прибавляются издержки на закупку товара. 

Срок выполнения заказа – время с момента заказа до момента 

его выполнения. 

Точка восстановления – уровень запаса, при котором делается 

новый заказ. 

В качестве критерия эффективности стратегии управления запаса-

ми выступает функция затрат (издержек), представляющая суммар-

ные издержки. 
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Если все параметры модели управления запасами не меняются во 

времени, она называется статической, в противном случае – динами-

ческой. Если интенсивности пополнения, спроса и расхода запасов не 

случайные величины, то модель управления запасами считается детер-

минированной, если хотя бы одна из этих характеристик носит случай-

ный характер – стохастической.  

 

43.3. Статические детерминированные модели оптимизации  

запасов без дефицита и с дефицитом 

 

 43.3.1. Простейшая модель оптимального размера заказа 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) получение заказа мгновенно; 

3) закупочная цена не зависит от размера заказа; 

4) дефицит не допускается. 

Исходные данные: темп спроса, издержки заказа, издержки хра-

нения. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, 

количество заказов за фиксированный период времени, совокупные из-

держки. 

Размер заказа является постоянным. Заказ выполняется мгновен-

но. Уровень запасов убывает с постоянной интенсивностью, пока не дос-

тигает нулевого значения. В этот момент времени делается и мгновенно 

выполняется заказ и уровень запаса восстанавливается до максималь-

ного значения. При этом оптимальным решением задачи будет такой 

размер заказа, при котором минимизируются общие издержки за период, 

равные сумме издержек хранения и издержек заказа. Динамика измене-

ния количества продукта s  на складе показана на рис. 43.1. 

 
 

Рис. 43.1. Динамика изменения количества продукта на складе 
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Пусть Q – размер заказа; 

   T – продолжительность периода планирования; 

   d,D  – величина спроса за период планирования и в едини-

цу времени соответственно; 

   K  – издержки одного заказа; 

   h,H  – удельные издержки хранения за период и в единицу 

времени соответственно. 

Тогда: 

K
Q

D
C1  – издержки за период планирования; 

H
Q

C
2

2  – издержки хранения за период планирования; 

H
Q

K
Q

D
CCC

2
21  – совокупные издержки. 

Кривые издержек заказа 1C , издержек хранения 2C  и совокупных 

издержек C показаны на рис. 43.2. 
 

 
 

Рис. 43.2. Кривые издержек 

 

Определив минимум функции совокупных издержек, получаем: 
 

H

DK

h

dK
Q* 22

 – оптимальный размер заказа; 

*Q

D
N  – оптимальное число заказов за период; 

N

T

d

Q
t

*

 – время цикла (оптимальное время между заказами). 

При этом оптимальный размер заказа не зависит от цены продукта. 
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Пример 43.3. Торговый агент компании занимается продажей по-

следней модели марки автомобиля Volvo. Годовой спрос на эту модель 

оценивается в 4 000 единиц. Цена каждого автомобиля равна 90 тыс. 

усл. ед., а годовые издержки хранения составляют 10 % от цены самого 

автомобиля. Анализ показал, что средние издержки заказа составляют 

25 тыс. усл. ед. на заказ. Время выполнения заказа – 8 дней. Ежеднев-

ный спрос на автомобили равен 20. 

Чему равен оптимальный размер заказа? Каковы совокупные из-

держки? Каково оптимальное количество заказов в год? Каково опти-

мальное время между двумя заказами, если предположить, что количе-

ство рабочих дней в году равно 200? 

Решение.  

Исходные данные: величина спроса D = 4 000 единиц; издержки 

заказа K  = 25 тыс. усл. ед.; издержки хранения h= 9/200 тыс. усл. ед.; 

цена за единицу p  = 90 тыс. усл. ед.; время выполнения заказа L= 8 

дней; ежедневный спрос d  = 20 единиц; число рабочих дней T = 200. 

Тогда, используя простейшую модель оптимального размера зака-

за, получаем: оптимальный размер заказа Q= 149 единиц; совокупные 

издержки C  = 1 341 тыс. усл. ед.;  оптимальное  число  заказов  за год 

N = 26,83; число дней между двумя заказами t  = 7,45. 

 

43.3.2. Модель оптимального размера заказа с фиксированным 

временем его выполнения 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) время выполнения заказа известно и постоянно; 

3) закупочная цена не зависит от размера заказа; 

4) дефицит не допускается. 

Исходные данные: темп спроса, издержки заказа, издержки хране-

ния, время выполнения заказа. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, 

точка восстановления запаса, количество заказов за фиксированный пе-

риод времени, совокупные издержки. 

Размер заказа является постоянным. Время выполнения заказа по-

стоянно. Уровень запасов убывает с постоянной интенсивностью, пока 

не достигает точки восстановления R.  
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В этот  момент  делается заказ, который выполняется за время L. 

К моменту поступления заказа размер запаса на складе равен нулю.  

Оптимальным решением задачи будет такой размер заказа 
*Q , 

при котором минимизируются общие издержки за период, равные сумме 

издержек хранения и издержек заказа. Динамика изменения количества 

продукта s  на складе показана на рис. 43.3. 
 

 
Рис. 43.3. Динамика изменения количества продукта на складе 

 

Пусть Q – размер заказа; 

   T – продолжительность периода планирования; 

   d,D  – величина спроса за период планирования и в едини-

цу времени соответственно; 

   K  – издержки одного заказа; 

   h,H  – удельные издержки хранения за период и в единицу 

времени соответственно; 

   L – время выполнения заказа.  

Тогда: 

K
Q

D
C1  – издержки за период планирования; 

H
Q

C
2

2  – издержки хранения за период планирования; 

H
Q

K
Q

D
CCC

2
21  – совокупные издержки; 

H

DK

h

dK
Q* 22

 – оптимальный размер заказа; 

 

dLR  – точка восстановления запаса; 
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*Q

D
N  – оптимальное число заказов за период; 

N

T

d

Q
t

*

 – время цикла (оптимальное время между заказами). 

Кривые издержек заказа 1C , издержек хранения 2C  и совокупных 

издержек C показаны на рис. 43.2. 

 

Пример 43.4 (поставка товара с фиксированным интервалом 

времени). Магазин закупает продукцию на одной из фабрик. Годовой 

спрос на эту продукцию составляет 800 шт. Издержки заказа равны 450 

грн, издержки хранения – 310 грн за одну упаковку (20 шт.) в год. Магазин 

заключил договор на поставку с фиксированным интервалом времени. 

Количество  рабочих  дней  в году – 300.  Время  поставки  товара – 

6 дней. Стоимость одной единицы продукции – 235 грн. 

Чему равно оптимальное число заказов в течение года? Чему рав-

на точка восстановления запаса? Каковы минимальные совокупные из-

держки? 

Решение.  

Оптимальный размер заказа:  
 

5215
20310

45080022
,

/H

DK
Q*

шт. 

Число заказов в течение года: 473
5215

800
,

,Q

D
N

*
. 

Поскольку среднесуточный спрос равен 800/300 = 2,7 шт., точка 

восстановления запаса составит 2,7 · 6 = 16,2 шт.  

Минимальные издержки заказа и хранения: 

25346651551074504
2

,,,H
Q

K
Q

D
C  грн. 

 

43.3.3. Модель оптимального размера заказа с производством 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) темп производства товара известен и постоянен; 

3) время выполнения заказа известно и постоянно; 
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4) закупочная цена не зависит от размера заказа; 

5) дефицит не допускается. 

Исходные данные: темп спроса, темп производства, издержки зака-

за, издержки хранения, время выполнения заказа. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, 

точка восстановления запаса. 

Фирма производит продукт самостоятельно, хранит его на складе и 

расходует с постоянным темпом. Если темп производства выше темпа 

спроса, то излишки продукта накапливаются на складе. Когда количество 

продукта на складе достигает максимального значения, производство 

прекращается и продукт расходуется со склада с постоянным темпом. 

Когда запас на складе достигает точки восстановления, производство 

возобновляется.  

При этом оптимальным решением задачи будет такой размер 

заказа 
*Q , при котором минимизируются общие издержки за период, 

равные сумме издержек хранения и издержек на возобновление (запуск) 

производства. 

Динамика изменения количества продукта s  на складе показана на 

рис. 43.4, где dtg,dptg . 

 

 
Рис. 43.4. Динамика изменения количества продукта на складе 

 

Пусть Q – размер заказа;   

   p  – темп производства; 

   T – продолжительность периода планирования; 

   d,D  – величина спроса за период планирования и в едини-

цу времени соответственно; 

   K  – фиксированные издержки на запуск производства; 
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   h,H  – удельные издержки хранения за период и в единицу 

времени соответственно; 

   L – время, необходимое для запуска производства.  

Тогда: 

K
Q

D
C1  – издержки на запуск производства; 

p

d
H

Q
C 1

2
2  – издержки хранения; 

p

d
H

DK

p

d
h

dK
Q*

1

2

1

2
 – оптимальный размер заказа; 

p

d
QS ** 1  – максимальный уровень запасов; 

dLR  – точка восстановления запаса; 

*Q

D
N  – оптимальное число заказов за период; 

N

T

d

Q
t

*

 – время цикла (оптимальное время между заказами). 

 

В этой модели оптимальный размер заказа также не зависит от це-

ны продукта. 
 

Пример 43.5 (производство деталей). На первом станке произво-

дятся детали в количестве 10 000 единиц в год. Эти детали используют-

ся для производства продукции на втором станке производительностью 

2 400 единиц в год. Оставшиеся детали образуют запас. Издержки хра-

нения составляют 0,5 грн за одну деталь в год. Стоимость производст-

венного цикла на первом станке равна 800 грн. Определить оптималь-

ный размер партии на первом станке. 

Решение.  

Оптимальный размер партии: 

93178

00010

2400
150

80024002

1

2
,

,
p

d
H

DK
Q*

 шт. 



 306 

43.3.4. Модель оптимального размера заказа с дефицитом 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) время выполнения заказа известно и постоянно; 

3) закупочная цена не зависит от размера заказа. 

Исходные данные: темп спроса, издержки заказа, издержки хране-

ния, издержки дефицита. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, 

точка восстановления запаса, совокупные издержки. 

Размер заказа является постоянным. Уровень запасов убывает с 

постоянной интенсивностью. Допускается дефицит продукта.  

После получения заказа фирма компенсирует дефицит и восста-

навливает запас продукта на складе. Заказ делается тогда, когда дефи-

цит продукта на складе достигает оптимального размера.  

Оптимальным решением задачи будет такой размер заказа 
*Q , 

при котором минимизируются общие издержки за период, равные сумме 

издержек хранения, издержек заказа и издержек дефицита. Динамика 

изменения количества продукта s  на складе показана на рис. 43.5. 
 

 
 

Рис. 43.5. Динамика изменения количества продукта на складе 

 

Пусть Q – размер заказа; 

   T – продолжительность периода планирования; 

   d,D  – величина спроса за период планирования и в едини-

цу времени соответственно; 

   K  – издержки одного заказа; 

   h,H  – удельные издержки хранения за период и в единицу 

времени соответственно; 
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   b,B  – упущенная прибыль, возникающая вследствие дефи-

цита одной единицы продукта, за период и в единицу времени соответ-

ственно; 

   S – максимальный запас продукции; 

   L – время выполнения заказа.  

Тогда: 

K
Q

D
C1  – издержки заказа за период планирования; 

H
Q

S
C

2

2

2  – издержки хранения за период планирования; 

B
Q

SQ
C

2

2

3  – издержки дефицита за период планирования; 

B
Q

SQ
H

Q

S
K

Q

D
C

22

22

 – совокупные издержки; 

B

HB

H

DK

b

hb

h

dK
Q* 22

 – оптимальный размер заказа; 

HB

B

H

DK

hb

b

h

dK
S* 22

– максимальный размер запаса; 

** SQ  – максимальный дефицит; 

dLR  – точка восстановления запаса. 

 

Пример 43.6 (планирование дефицита). Рассмотрим вариант пла-

нирования дефицита примера 20.3. Допустим, по оценке менеджера, 

упущенная прибыль, связанная с отсутствием товара и утратой доверия 

клиентов, составляет 20 грн в год за одну единицу товара при условии, 

что издержки заказа и хранения остаются без изменения. Определить 

оптимальный размер заказа при плановом дефиците. Нужно ли менед-

жеру вводить систему с плановым дефицитом? 

Решение.  

Оптимальный размер заказа:  
 

15280315215
2

,,,
B

HB

H

DK
Q*

шт. 
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Максимальный размер запаса за один цикл: 
 

81617505215
2

,,,
HB

B

H

DK
S*

 шт. 

 

Совокупные издержки: 
 

1730249749927241800
22

22

,,,B
Q

SQ
H

Q

S
K

Q

D
C  грн. 

Получено, что совокупные издержки при плановом дефиците 

меньше издержек без дефицита на 442,08 грн. Следовательно, целесо-

образно ввести систему с плановым дефицитом. 

 

43.3.5. Модель оптимального размера заказа с количественными 

скидками 

Предположим, что: 

1) темп спроса на товар известен и постоянен; 

2) время выполнения заказа известно и постоянно. 

Исходные данные: темп спроса, издержки заказа, издержки хране-

ния, цена товара, количественные скидки в случае закупки крупных пар-

тий товара. 

Результат: оптимальный размер заказа, время между заказами, 

точка восстановления запаса, количество заказов за фиксированный пе-

риод времени, совокупные издержки. 

Пусть Q – размер заказа; 

   T – продолжительность периода планирования; 

   dD,  – величина спроса за период планирования и за еди-

ницу времени соответственно; 

   K  – издержки одного заказа; 

   h,H  – удельные издержки хранения за период и в единицу 

времени соответственно. 

Предположим, что известны числа ,n,i,a,c ii 1  где ic – цена про-

дукта при размере заказа Q в интервале ii aQa 1 . Будем считать, 

что 00a  и na . Тогда: 

 K
Q

D
 – издержки заказа за период планирования; 
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H
Q

2
 – издержки хранения за период планирования; 

Dci  – издержки на закупку товара; 

DcH
Q

K
Q

D
C ii

2
 – совокупные издержки. 

Оптимальный размер заказа определяется в результате решения 

n  задач. Каждая из этих задач сводится к определению такого размера 

заказа n,i,Qi 1 , при котором функция совокупных (общих) издержек 

DcH
Q

K
Q

D
C ii

2
 достигает минимума при ограничениях 

ii aQa 1 . Решение исходной задачи определяется из условия: 
 

ii
Qi

QCQ
i

minmin*
. 

На рис. 43.6 изображены функции совокупных издержек для трех 

значений цен продукта.  
 

 
 

Рис. 43.6. Функции совокупных издержек 

 

Значение цены 1c  определено на интервале 10 aQ , цены 2c  – 

на интервале 21 aQa , цены 3c  – на интервале .Qa2  Соответ-

ственно, функция общих издержек QC1  определена при значении цены 

1c на интервале 10 aQ , функция QC2  – при значении цены 2c  на 

интервале 21 aQa , функция QC3  – при значении цены 3c  на интер-

вале .Qa2  Минимальное значение функции QC1  в области ее 

допустимых значений достигается в точке 1Q , функции QC2  – в точке 
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1a , функции QC3  – в точке 2a . Оптимальный размер заказа следует 

выбирать из величин 1Q , 1a  и 2a  по формуле:  

231211
* ,,min aCaCQCQ . 

 

Пример 43.7 (продажи со скидками). Магазин продает комплекты 

детских конструкторов. Издержки заказа составляют 49 грн. Годовой 

спрос на конструкторы равен 5 000.  В зависимости от размера заказа 

фирма предлагает скидки: 
 

Вариант скидки 1 2 3 

Размер заказа, шт. 0 – 1 000 1 000 – 2 000 Более 2 000 

Размер скидки, % 0 4 5 

Цена со скидкой 5,00 4,80 4,75 

 

Годовые издержки хранения в процентном отношении к цене со-

ставляют 20 %. Найти размер заказа, минимизирующий общие издержки. 

Решение.  

Рассчитаем Q* для каждого вида скидок: Q1* = 700,  Q2* = 714, 

Q3* = 718. Так как Q1* находится в интервале между 0 и 1 000, то его 

необходимо взять равным 700. Оптимальный объем со скидкой Q2* 

меньше количества, необходимого для получения скидки, следователь-

но, его необходимо принять равным 1 000 единиц. Аналогично Q3* бе-

рем равным 2 000 единиц. Получим: Q1* = 700, Q2* = 1 000, Q3* = 2 000. 

Далее необходимо рассчитать общие издержки для каждого размера за-

каза и вида скидок, а затем выбрать наименьшее значение. Расчеты 

приведены в следующей таблице: 
 

Вариант скидки 1 2 3 

Цена со скидкой, грн 5,00 4,80 4,75 

Размер заказа, шт. 700 1 000 2 000 

Стоимость товара за год, грн 25 000 24 000 23 750 

Годовые издержки заказа, грн 350,0 245,0 122,5 

Годовые издержки хранения, грн 350 480 950 

Общие годовые издержки, грн 25 700,0 24 725,0 24 822,5 
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Выбираем тот размер заказа, который минимизирует общие годо-

вые издержки. Из таблицы видно, что заказ в размере 1 000 комплектов 

конструкторов будет минимизировать совокупные издержки. 

 

43.4. Стохастические модели управления запасами 

 

Мы отказываемся от предположения о постоянстве и детерминиро-

ванности величины спроса на товар и предполагаем известным распре-

деление величины спроса. 

Пусть S  – размер запаса на начало периода планирования; 

  D–  величина спроса за период планирования (целое число); 

  H – удельные издержки хранения за период; 

  B– удельные издержки дефицита за период; 

 Dp  – вероятность того, что величина спроса за период пла-

нирования составит D. 

Функция распределения величины спроса: 
 

1

0

x

D

DpxDPxF . 

 

В случае, когда величина спроса за период планирования превы-

шает размер запаса ( SD ), возникает дефицит и соответствующие из-

держки дефицита.  

Если запас больше, чем величина спроса ( DS ), то возникают 

издержки хранения.  

Математическое ожидание величины издержек хранения за период 

планирования SC1  для размера начального запаса S можно оценить 

следующим образом: 
 

S

D

DpDSHSCM
0

1 . 

 

Математическое ожидание величины издержек дефицита за пери-

од планирования SC2  для размера начального запаса S можно оце-

нить следующим образом: 
 

1
2

SD

DpSDBSCM . 
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Математическое ожидание совокупных издержек SC  в этом слу-

чае имеет вид: 

SCMSCMSCM 21 . 

 

В стохастической модели оптимальным является такой размер на-

чального запаса 
*S , при котором математическое ожидание совокупных 

издержек 
*SC  имеет минимальное значение, то есть такой размер за-

паса 
*S , который удовлетворяет условию: 

 

1** SF
BH

B
SF . 

 

Если 
BH

B
SF *

, то 1** SCSC  и оптимальными являют-

ся как размер запаса 
*S , так и размер запаса 1*S . 

 

Пример 43.8 (создание запаса продукции при дискретном спросе). 

Небольшой салон специализируется на продаже телефонов стоимостью 

2 000 грн. Затраты на хранение единицы продукции составляют 500 грн. 

Изучение спроса, проведенное в течение месяца, дало следующее рас-

пределение числа покупаемых телефонов: 
 

Спрос, шт. 3 4 5 6 7 

Вероятность 0,1 0,2 0,3 0,3 0,1 

 

Найти оптимальный размер запаса. 

Решение.  

Суммарные затраты минимальны при размере запаса 
*S , удовле-

творяющем неравенству: 
 

1** SF
BH

B
SF , 

 

где  
BH

B
 – плотность убытков; 

 

 SDPSF  – функция распределения величины спроса.  
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Вычислим плотность убытков: 80
2500

2000
,

BH

B
.  

 

Найдем значения функции распределения величины спроса: 
 

Запас, шт. 3 4 5 6 7 Более 7 

Спрос, шт. 3 4 5 6 7 Более 7 

SF  0,0 0,1 0,3 0,6 0,9 1 

 

Оптимальный размер запаса продукции удовлетворяет неравенст-

ву F(6) < 0,8 < F(7).  

Следовательно, размер запаса в 6 единиц будет оптимальным. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Описать модель распределения инвестиционных ресурсов. 

2. Привести классификацию моделей управления запасами. 

3. Чему равен оптимальный размер заказа в детерминированной 

модели управления запасами? 

4. Что необходимо знать для определения оптимального размера 

заказа в модели с производством? 

5. Что необходимо знать для определения оптимального размера 

заказа в модели с дефицитом? 

6. К чему приводит уменьшение размера заказа в модели управле-

ния запасами? 

7. Что необходимо знать для определения оптимального размера 

заказа в модели с ценовыми скидками? 

8. Какая модель называется стохастической? 

 

Упражнения 

 

43.1. Торговая компания приобретает в течение года 1 500 телеви-

зоров для розничной продажи в своем магазине. Издержки хранения ка-

ждого телевизора равны 45 грн в год. Издержки заказа – 150 грн. Коли-

чество  рабочих  дней  в  году  равно  300,  время  выполнения  заказа – 

6 дней.  
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Каков оптимальный размер заказа? Чему равны годовые издержки 

заказа?  Чему равна точка восстановления запаса? 

43.2. Менеджер по продажам организовывает продажу 400 гелевых 

матрацев в год, причем издержки хранения равны 1 тыс. грн за матрац в 

день, а издержки заказа – 40 тыс. грн. Количество рабочих дней равно 

250, время выполнения заказа – 6 дней.  

Каков оптимальный размер заказа? Чему равна точка восстанов-

ления запаса? Каков оптимальный размер заказа, если издержки хране-

ния равны 1,5 тыс. грн? 

43.3. В среднем частное малое производственное предприятие  

может производить 150 ножей в день. Дневной спрос на ножи примерно 

равен 40 шт. Фиксированные издержки производства составляют 100 грн, 

издержки хранения – 8 грн за нож в год. В году 250 рабочих дней.  

Каков оптимальный размер производственного заказа? Чему равны 

издержки хранения? Чему равны совокупные издержки за год? 

43.4. Годовой заказ на миксер для магазина бытовых товаров – 

3 000 единиц, или 10 единиц в день. Издержки заказа равны 25 грн, из-

держки хранения – 0,4 грн в день. Так как миксер очень популярен, то в 

случае отсутствия товара покупатели обычно согласны подождать, пока 

не поступит следующая партия товара. Однако издержки вследствие 

дефицита равны 0,75 грн за миксер в день.  

Сколько миксеров будет заказывать магазин? Каков максимальный 

дефицит? Чему равны совокупные издержки? 

43.5. Магазин «Все для дома» закупает линолеум размером 2 х 3 м2 

в компании «Комфорт». В зависимости от размера заказа компания 

предлагает следующие скидки: 

 

Размер заказа 9 кусков или менее 10 – 50 кусков 50 кусков и более 

Цена 1 куска,  

тыс. грн 
18 17,5 17,25 

 

Издержки заказа равны 45 тыс. грн. Годовые издержки хранения 

составляют 50 % от закупочной цены, годовой спрос на линолеум равен 

100 кускам.  

Определить оптимальный размер заказа. 

43.6. Мебельный салон продает в год около 1 000 спальных гарни-

туров по цене 50 тыс. грн. Размещение одного заказа на поставку гарни-

туров обходится в 40 тыс. грн.  
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Годовая стоимость хранения гарнитура составляет 25 % его цены. 

Салон может получить у поставщика скидку в 3 %, если размер заказа 

составит не менее 200 гарнитуров.  

Следует ли салону воспользоваться этой скидкой? 

 43.7. Система управления запасами некоторого товара подчиняет-

ся основной модели. Каждый год с постоянной интенсивностью спрос 

составляет 15 000 ед. товара, издержки на организацию поставки со-

ставляют 10 грн на партию, цена единицы товара – 30 грн, а издержки на 

ее хранение – 7,5 грн в год.  

 Найти оптимальный размер партии, число поставок, продолжи-

тельность цикла. 

 

 

44. Задачи массового обслуживания 

 

44.1. Система массового обслуживания и характеристика  

ее элементов 

 

Важную часть теории управления производством составляют осно-

вы знаний об очередях, иногда называемые теорией очередей, или тео-

рией массового обслуживания. Модели очередей (как и линейное про-

граммирование и модели управления запасами) используются и в сфере 

управления материальным производством, и в сфере обслуживания. 

Анализ очередей в терминах длины очереди, среднего времени ожида-

ния, среднего времени обслуживания и других факторов помогает лучше 

понять принципы организации системы обслуживания.  

Основной экономический принцип совершенствования систем мас-

сового обслуживания (СМО) состоит в оценке общих ожидаемых затрат, 

включающих затраты на обслуживание и потери, которые несет система 

в результате ожидания клиента. 

В СМО различают три основных этапа, которые проходит каждая 

заявка: поступление заявки на вход в систему; прохождение очереди; 

процесс обслуживания, после которого заявка покидает систему. 

На каждом этапе используются определенные характеристики: 

характеристики входа: число заявок на входе (размер популяции); 

режим поступления заявок в систему обслуживания; поведение клиен-

тов; 
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характеристики очереди: длина; правило обслуживания; 

характеристики процесса обслуживания: конфигурация системы 

обслуживания (число каналов и число фаз обслуживания); режим об-

служивания. 

Число потенциально возможных заявок (размер популяции) может 

считаться либо бесконечным (неограниченная популяция), либо конеч-

ным (ограниченная популяция).  

Если число заявок, поступивших на вход системы с момента нача-

ла процесса обслуживания до любого заданного момента времени, яв-

ляется лишь малой частью потенциально возможного числа клиентов, 

популяция на входе рассматривается как неограниченная. Примеры не-

ограниченных популяций: автомобили, проходящие через пропускные 

пункты на скоростных дорогах, покупатели в супермаркете и т. п.  

Если количество заявок, которые могут поступить в систему, срав-

нимо с числом заявок, уже находящихся в системе массового обслужи-

вания, популяция считается ограниченной. Пример ограниченной попу-

ляции: компьютеры, принадлежащие конкретному предприятию и посту-

пающие на обслуживание в ремонтную мастерскую. 

 Заявки могут поступать в систему обслуживания в соответствии с 

определенным режимом (графиком). Появления клиентов считаются 

случайными, если они независимы друг от друга и точно непредсказуе-

мы. Часто в задачах массового обслуживания число появлений в едини-

цу времени может быть оценено с помощью пуассоновского распреде-

ления вероятностей.  

Большинство моделей очередей основывается на предположении, 

что поведение клиентов является стандартным, то есть каждая посту-

пающая в систему заявка встает в очередь, дожидается обслуживания и 

не покидает систему до тех пор, пока ее не обслужат. Другими словами, 

клиент (человек или машина), вставший в очередь, ждет до тех пор, пока 

он не будет обслужен, не покидает очередь и не переходит из одной 

очереди в другую. На практике клиенты могут покинуть очередь потому, 

что она оказалась слишком длинной. Может возникнуть и другая ситуа-

ция: клиенты дожидаются своей очереди, но по каким-то причинам ухо-

дят необслуженными.  

Длина очереди может быть ограничена либо не ограничена. Длина 

очереди (очередь) ограничена, если она по каким-либо причинам (на-

пример,  из-за  физических  ограничений)  не  может  увеличиваться до 
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бесконечности. Если очередь достигает своего максимального размера, 

то следующая заявка в систему не допускается и происходит отказ. Дли-

на очереди не ограничена, если в очереди может находиться любое 

число заявок. Например, очередь автомобилей на бензозаправке. 

Большинство реальных систем использует правило обслуживания 

«первым пришел – первым ушел» (FIFO – first in, first out). В некоторых 

случаях, например в приемной больницы, в дополнение к этому правилу 

могут устанавливаться различные приоритеты. Пациент с инфарктом в 

критическом состоянии, по-видимому, будет иметь приоритет в обслужи-

вании по сравнению с пациентом, сломавшим палец. Порядок запуска 

компьютерных программ – другой пример установления приоритетов в 

обслуживании. 

Конфигурация системы обслуживания определяется числом кана-

лов обслуживания и числом фаз. Обычно количество каналов можно оп-

ределить как число клиентов, обслуживание которых может быть начато 

одновременно, например: число мастеров в парикмахерской. Примеры 

одноканальной системы обслуживания: банк, в котором открыто единст-

венное окошко для обслуживания клиентов, или ресторан, обслуживаю-

щий клиентов в автомобилях. Если же в банке открыто несколько окошек 

для обслуживания, клиент ожидает в общей очереди и подходит к пер-

вому освободившемуся окну, то мы имеем дело с многоканальной од-

нофазовой системой обслуживания. Большинство банков, также, как 

почтовые отделения и авиакассы, являются многоканальными система-

ми обслуживания. 

Другая характеристика – число фаз (или последовательных этапов) 

обслуживания одного клиента.  

Однофазовыми являются такие системы, в которых клиент обслу-

живается в одном пункте (на одном рабочем месте), затем покидает сис-

тему. Ресторан  для обслуживания автомобилей, в котором официант 

получает деньги и приносит заказ в автомобиль, является примером од-

нофазовой системы.  

Если же в ресторане нужно сделать заказ в одном месте, оплатить 

его в другом и получить пищу в третьем, то мы имеем дело с многофа-

зовой (три фазы) системой обслуживания. 

На рис. 44.1 приведены системы обслуживания различной конфи-

гурации.  
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Рис. 44.1. Конфигурации СМО 

 

Как и режим поступления заявок, режим обслуживания может ха-

рактеризоваться либо постоянным, либо случайным временем обслужи-

вания. При постоянном времени на обслуживание любого клиента за-

трачивается одинаковое время. Такая ситуация может наблюдаться на 

автоматической мойке автомобилей. Однако более часто встречаются 

ситуации, когда время обслуживания имеет случайное распределение.  

Во многих случаях можно предположить, что время обслуживания 

подчиняется экспоненциальному распределению. 

При анализе СМО используются технические и экономические ха-

рактеристики. Наиболее часто используются следующие технические 

характеристики: среднее время, которое клиент проводит в очереди; 

средняя длина очереди; среднее время, которое клиент проводит в сис-

теме обслуживания (время ожидания плюс время обслуживания); сред-

нее число клиентов в системе обслуживания; вероятность того, что сис-

тема обслуживания окажется незанятой; вероятность определенного 
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числа клиентов в системе. 

Среди экономических характеристик наибольший интерес пред-

ставляют следующие: издержки ожидания в очереди; издержки ожида-

ния в системе; издержки обслуживания. 

 

44.2. Характеристика простого потока требований 

 

На практике наиболее распространенным является простейший 

поток требований (заявок), обладающий свойствами стационарности, 

ординарности и отсутствия последействия. 

Стационарность характеризуется тем, что вероятность поступле-

ния определенного количества требований (заявок) в течение некоторо-

го промежутка времени зависит только от длины этого промежутка и не 

зависит от начала отсчета. 

Ординарность потока определяется невозможностью одновре-

менного появления двух или более заявок. 

Отсутствие последействия характеризуется тем, что поступле-

ние заявки не зависит от того, когда и сколько заявок поступило до этого 

момента.  

В этом случае вероятность того, что число заявок, поступивших на 

обслуживание за промежуток времени t , равно k , определяется по за-

кону Пуассона  

!k

et
tP

tk

k ,  

где  e  = 2,7182 – основание натурального логарифма;  

  – интенсивность потока заявок, то есть среднее число заявок 

в единицу времени:  

1
, 

где  – среднее значение интервала времени между двумя соседними 

заявками. 
 

Для такого потока заявок время между двумя соседними заявками 

распределено экспоненциально с плотностью вероятности 
 

.etf t
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Случайное время ожидания в очереди начала обслуживания счи-

тают распределенным экспоненциально: 
 

tetf , 

где  – интенсивность движения очереди, то есть среднее число зая-

вок, приходящих на обслуживание в единицу времени: 

очt

1
, 

где очt  – среднее значение времени ожидания в очереди. 

 

Выходящий поток заявок связан с потоком обслуживания в канале, 

где длительность обслуживания обслt  является случайной величиной и  

подчиняется показательному закону распределения с плотностью 
 

t
обсл etf , 

где  – интенсивность потока обслуживания, то есть среднее число 

заявок, обслуживаемых в единицу времени:  

обслt

1
, 

где обслt  – среднее время обслуживания. 

 

Важной характеристикой СМО, объединяющей  и , является 

интенсивность нагрузки . 

 

44.3. Расчет параметров систем массового обслуживания 

 

В зависимости от сочетания приведенных выше характеристик мо-

гут рассматриваться различные модели СМО. 
 

Модель одноканальной системы массового обслуживания М/М/1  

с пуассоновским входным потоком заявок и экспоненциальным  

временем обслуживания 

Для систем этого типа выполняются следующие условия: 

1. Заявки обслуживаются по принципу «первым пришел – первым 

обслужен» (FIFO), причем каждый клиент ожидает своей очереди до 

конца независимо от длины очереди. 
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2. Появления заявок являются независимыми событиями, однако 

среднее число заявок, поступающих в единицу времени, неизменно. 

3. Процесс поступления заявок описывается пуассоновским рас-

пределением, причем заявки поступают из неограниченного множества. 

4. Время обслуживания описывается экспоненциальным распреде-

лением вероятностей. 

5. Темп обслуживания выше темпа поступления заявок.  
 

Пусть  – число заявок в единицу времени;  – число клиентов, об-

служиваемых в единицу времени; n  – число заявок в системе.  

Тогда: 

 sL  –  среднее число клиентов в системе; 

1
sW  – среднее время обслуживания одного клиента в сис-

теме (время ожидания плюс время обслуживания); 

2

qL  – среднее число клиентов в очереди; 

qW  – среднее время ожидания клиента в очереди; 

 

r  – характеристика загруженности системы (доля времени, в 

течение которого система занята обслуживанием); 
 

10P  – вероятность отсутствия заявок в системе; 

 

1k

knP  – вероятность того, что в системе находится более 

чем k  заявок. 

 

Пример 44.1. Механик автосервиса, может заменить масло в сред-

нем в трех автомобилях в течение часа (то есть в среднем на одном ав-

томобиле за 20 мин). Время обслуживания подчиняется экспоненциаль-

ному закону. Клиенты, нуждающиеся в этой услуге, приезжают в среднем 



 322 

по два в час, в соответствии с пуассоновским распределением. Клиенты 

обслуживаются в порядке прибытия и их число не ограничено.  

Рассчитать основные характеристики системы обслуживания. 

Решение.  

На основе исходных данных получаем:  

 = 2 машины в час – количество машин, поступающих в течение 

часа;  

 = 3 машины в час – количество машин, обслуживаемых в течение 

часа. 

Тогда: 

2
23

2
sL  машины – среднее количество машин, нахо-

дящихся в системе; 

1
23

11
sW  час – среднее время ожидания в системе; 

3331
233

222

,Lq  машины – среднее количество ма-

шин, ожидающих в очереди; 

40
233

2
qW  мин. – среднее время ожидания в 

очереди; 

6660
3

2
,r  – доля времени, в течение которого механик за-

нят; 

33306660110 ,,P  – вероятность того, что в системе нет 

ни одного клиента. 

Вероятности того, что в системе находится более чем k  машин: 

при k  = 1  4440
3

2
2

1 ,Pn , то есть существует 44,4 % шансов 

на то, что в системе находится более одной машины, и т. д. 
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Многоканальная система обслуживания M/M/S  

с неограниченной очередью  

Предполагается, что клиенты ожидают в общей очереди и обраща-

ются в первый освободившийся канал обслуживания. В многоканальной 

системе поток заявок подчиняется пуассоновскому закону, а время об-

служивания – экспоненциальному. Приходящий первым обслуживается 

первым, и все каналы обслуживания работают в одинаковом темпе.  

Для расчета параметров многоканальной системы обслуживания 

удобно использовать соответствующее программное обеспечение. 

Для многоканальной системы с неограниченной очередью должно 

выполняться условие 1
n

r
, где  r – параметр загрузки системы (среднее 

число занятых каналов); n  – минимальное количество каналов, при ко-

тором очередь не будет расти до бесконечности. В противном случае 

предельные вероятности существовать не могут. 

Формулы для описания системы M/M/S: 
 

112

0
21

1
rn!n

r

!n

r
...

!

r

!

r
P

nn

– вероятность того, что сис-

тема свободна; 

0P
!n

r
P

n

n  – вероятность того, что в системе находится n  заявок; 

 

0

1

P
rn!n

r
P

n

q  – вероятность того, что заявка окажется в очереди; 

 

r  – среднее число занятых каналов; 

02

1

1

P

n

r
!nn

r
L

n

q  – среднее число заявок в очереди; 

 

rLL qs  – среднее число заявок в системе; 

 

qq LW
1

 – среднее время нахождения заявки в очереди; 
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r
WLW qss

1
 – среднее время нахождения заявки в системе. 

 

Пример 44.2. Сберкасса имеет трех контролеров-кассиров (n  = 3) 

для обслуживания вкладчиков. Поток вкладчиков поступает в сберкассу 

с интенсивностью  = 30 чел./ч. Средняя продолжительность обслужи-

вания контролером-кассиром одного вкладчика 3обслt  мин. 

Определить характеристики сберкассы как объекта СМО. 

Решение. 

Интенсивность потока обслуживания μ = 1/ обслt  1/3 = 0,333, ин-

тенсивность нагрузки r = 1,5. 

1. Вероятность простоя контролеров-кассиров в течение рабочего 

дня: 

210
5133

51

3

51

2

51

1

51
1

1432

0 ,
,!

,

!

,

!

,

!

,
P . 

2. Вероятность застать всех контролеров-кассиров занятыми: 

1180210
3

51 3

,,
!

,
Pn . 

3. Вероятность очереди:  1180210
5133

51 4

,,
,!

,
Pq . 

4. Среднее число заявок в очереди: 
 

.,,
,

!

,
Lq 2360210

3

51
133

51
2

4

 

 

5. Среднее время ожидания заявки в очереди:  

47202360
50

1
,,

,
Wq  мин. 

 

6. Среднее время пребывания заявки в СМО: 
 

472334720 ,,Ws  мин. 
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Модель с постоянным временем обслуживания M/D/1 

Некоторые системы имеют постоянное, а не экспоненциально 

распределенное время обслуживания. В таких системах клиенты обслу-

живаются в течение фиксированного периода времени, как, например, 

на автоматической мойке автомобилей.  

Для модели с постоянным темпом обслуживания значения величин 

qL   и  qW   вдвое  меньше,  чем  соответствующие  значения  в  модели, 

имеющей переменный темп обслуживания. 

Формулы, описывающие модель: 
 

2

2

qL  – средняя длина очереди; 

2
qW  – среднее время ожидания в очереди; 

qs LL  – среднее число клиентов в системе; 

1
qs WW  – среднее время ожидания в системе. 

 

Пример 44.3 (утилизация отходов). Компания собирает и утили-

зирует алюминиевые отходы и стеклянные бутылки. Водители автомо-

билей, доставляющих сырье для вторичной переработки, ожидают в 

очереди на разгрузку в среднем 15 мин. Время простоя водителя и авто-

мобиля оценивается в 6 тыс. грн в час. 

Новая автоматическая линия может обслуживать контейнеровозы с 

постоянным темпом 12 машин в час (5 мин. на одну машину). Время 

прибытия контейнеровозов подчиняется пуассоновскому закону с пара-

метром  = 8 автомобилей в час. Если новая линия будет использовать-

ся, то амортизационные затраты составят 0,3 тыс. грн на один контейне-

ровоз. Следует ли использовать новую линию? 

Решение.  

Затраты на простой одного автомобиля в очереди за одну поездку 

в системе без автоматической линии составляют  
 

516
4

1
6 ,Wq  тыс. грн. 
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В системе с автоматической линией время ожидания в очереди при 

 = 8 автомобилей в час и  = 12 автомобилей в час будет равно: 
 

12

1

812122

8

2
qW  ч. 

 

Затраты на простой автомобиля в очереди в этом случае составят: 
 

506
12

1
6 ,Wq  тыс. грн. 

 

Сокращение времени простоя привело к сокращению затрат на 

простой одного автомобиля за одну поездку на сумму в 1,5 – 0,5 = 1 тыс. 

грн. При условии, что затраты по эксплуатации линии на один контейне-

ровоз составляют 0,3 тыс. грн, общие затраты составят 0,5 + 0,3 = 0,8 

тыс. грн. Система с линией дает экономию в 1,5 – 0,8 = 0,7 тыс. грн.  

Таким образом, новую линию использовать следует. 
 

Модель с ограниченной популяцией 

Если число потенциальных клиентов системы обслуживания огра-

ничено, мы имеем дело со специальной моделью. Такая задача может 

возникнуть, например, если речь идет об обслуживании оборудования 

фабрики, имеющей пять станков. 

Особенность этой модели по сравнению с тремя рассмотренными 

ранее в том, что существует взаимозависимость между длиной очереди 

и темпом поступления заявок. 

 

Модель с ограниченной очередью 

Модель отличается от предыдущих тем, что число мест в очереди 

ограничено. В этом случае заявка, прибывшая в систему, когда все ка-

налы и места в очереди заняты, покидает систему необслуженной, то 

есть получает отказ. 

Основной характеристикой качества системы является отказ заяв-

ке в обслуживании. 

Ограничения на длину очереди могут быть из-за: 

1) ограничения сверху времени пребывания заявки в очереди; 

2) ограничения сверху длины очереди; 

3) ограничения общего времени пребывания заявки в системе. 
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Формулы, описывающие модель: 
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P  – вероятность про-

стоя каналов обслуживания, когда нет заявок; 
 

 0P
n!n

r
P

m

mn

отк  – вероятность отказа в обслуживании; 

 

откобсл РР 1  – вероятность обслуживания; 

 

обслРА  – абсолютная пропускная способность; 

 

A
n  – среднее число занятых каналов; 

 

n

r
mm

n

r
P

n

r
!nn

r
L

mn

q 11

1

02

1

 – среднее число 

заявок в очереди; 
 

qq LW
1

 – среднее время ожидания обслуживания; 

 

nLL qs  – среднее число заявок в системе; 
 

sL
t  –  среднее время пребывания в системе. 

 

Пример 44.4.  Магазин  получает  ранние  овощи  из  пригородных 

теплиц. Автомобили с грузом прибывают в разное время с интенсивно-

стью  = 6 машин в день. Подсобные помещения и оборудование для 

подготовки овощей к продаже позволяют обрабатывать и хранить товар, 

привезенный двумя автомашинами (m = 2). В магазине работают три 

фасовщика (n  = 3), каждый из которых в среднем может обрабатывать 

товар с одной машины в течение t обс = 4 ч. Продолжительность рабоче-

го дня при сменной работе составляет 12 ч. 
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Определить, какова должна быть емкость подсобных помещений, 

чтобы вероятность полной обработки товаров была Р*обcл ≥ 0,97. 

Решение. 

Определим интенсивность загрузки фасовщиков:  

3
412

11
2

3

6

/t
,r

обс

 авт./дн. 

 

1. Найдем вероятность простоя фасовщиков при отсутствии машин 

(заявок): 

1280
3

2
1

233

2

3

2

2

2

1

2
1

12432

0 ,
!!!!

P . 

 

2. Вероятность отказа в обслуживании: 
 

07501280
33

2
2

5

,,
!

Pотк  

 

3. Вероятность обслуживания: .,,Робсл 925007501  

 

Так как Робсл = 0,925 < Р*обсл = 0,97, произведем аналогичные вы-

числения для m = 3, получим .,Р,,P,,P обслотк 9520048012200  

Так как Робсл = 0,952 < Р*обсл = 0,97, примем m = 4.  

Для этого случая .,Р,,P,,P обслотк 972002801200  

Таким образом, 0,972 > 0,97, емкость подсобных помещений необ-

ходимо увеличить до m = 4. 

Для достижения заданной вероятности обслуживания можно уве-

личивать число фасовщиков, проводя последовательно вычисления 

СМО для n  = 4, 5 и т. д. Задачу можно решить, увеличивая емкость под-

собных помещений, число фасовщиков, уменьшая время обработки то-

варов. 

Найдем остальные параметры СМО для рассчитанного случая при 

.,Р,,P,,P обслотк 972002801200  
 

4. Абсолютная пропускная способность:  
 

832569720 ,,А  авт./дн. 
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5. Среднее число занятых обслуживанием каналов (фасовщиков): 
 

.,
,

n 9441
3

8325
 

 

6. Среднее число заявок в очереди: 
 

.,,

!

Lq 5480
3

2
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3

2
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3

2
133

2
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2

4

 

 

7. Среднее время ожидания обслуживания: 
 

0905480
6

1
,,W q  дн. 

 

8. Среднее число машин в магазине: 492294415480 ,,,Ls  авт. 
 

9. Среднее время пребывания машины в магазине:  
 

4150
6

4922
,

,L
t

s
 дн. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Какие основные параметры определяют конфигурацию системы 

массового обслуживания? 

2. Какое обычно распределение вероятностей используется в тео-

рии массового обслуживания для описания простейшего потока заявок, 

поступающих на вход системы? 

3. Каким в теории массового обслуживания предполагается коли-

чество заявок в популяции?  

4. Одна работница обслуживает тридцать станков, обеспечивая их 

запуск после остановки. Как можно охарактеризовать модель такой сис-

темы массового обслуживания?  

5. Какое обычно распределение вероятностей используется в тео-

рии массового обслуживания для описания времени, затрачиваемого на 

обслуживание заявок? 

6. Ремонт вышедших из строя компьютеров на фирме осуществля-

ют три специалиста, работающие одновременно и независимо друг от 
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друга. Как можно охарактеризовать модель такой системы массового об-

служивания? 

 

Упражнения 

 

44.1. На стоянке автомобилей возле магазина имеются 3 места, 

каждое из которых отводится под один автомобиль. Автомобили прибы-

вают на стоянку с интенсивностью 20 автомобилей в час. Продолжи-

тельность  пребывания  автомобилей  на стоянке составляет в среднем 

15 мин. Стоянка на проезжей части не разрешается. 

Определить среднее количество мест, не занятых автомобилями, и 

вероятность того, что прибывший автомобиль не найдет на стоянке сво-

бодного места. 

44.2. АТС предприятия обеспечивает не более 5 переговоров од-

новременно. Средняя продолжительность разговоров составляет 1 мин. 

На станцию поступает в среднем 10 вызовов в сек. 

Определить характеристики АТС как объекта СМО. 

44.3. В грузовой речной порт поступает в среднем 6 сухогрузов в 

сутки. В порту имеются 3 крана, каждый из которых обслуживает 1 сухо-

груз в среднем за 8 ч. Краны работают круглосуточно. 

Определить характеристики работы порта как объекта СМО и в 

случае необходимости дать рекомендации по улучшению его работы. 

44.4. На автозаправочной станции установлены 2 колонки для вы-

дачи бензина. Около станции находится площадка на 2 автомашины для 

ожидания заправки.  На  станцию  прибывает в среднем одна машина в 

3 мин. Среднее время обслуживания одной машины составляет 2 мин. 

Определить характеристики работы автозаправочной станции как 

объекта СМО. 

44.5. АТС поселка обеспечивает не более 5 переговоров одновре-

менно. Время переговоров в среднем составляет около 3 мин. Вызовы 

на станцию поступают в среднем через 2 мин. 

Определить вероятность того, что заявка получит отказ, среднее 

число занятых каналов, абсолютную пропускную способность АТС. 

44.6. На автозаправочной станции (АЗС) имеются 3 колонки. Пло-

щадка при станции, на которой машины ожидают заправку, может вме-

стить не более одной машины, и если она занята, то очередная машина, 

прибывшая к станции, в очередь не становится, а проезжает на сосед-
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нюю станцию. В среднем машины прибывают на станцию каждые 2 мин. 

Процесс заправки одной машины продолжается в среднем 2,5 мин. 

Определить вероятность отказа, абсолютную пропускную способ-

ность АЗС, среднее число машин, ожидающих заправку, среднее время 

ожидания машины в очереди, среднее время пребывания машины на 

АЗС (включая обслуживание). 

 

 

45. Задачи упорядочивания и координации.  

Сетевое планирование 

 

45.1. Характеристика задач упорядочивания и координации.      

Постановка задачи оптимизации последовательности обработки 

изделий 

 

Задачи упорядочивания и координации возникают при необходи-

мости определения оптимального (рационального) управления отдель-

ными операциями или комплексами операций.  

В отличие от задач массового обслуживания в этих задачах опре-

деляются оптимальные последовательность, порядок выполнения ра-

бот, сроки начала и окончания каждой операции, объемы выделяемых 

ресурсов.  

Оптимальными (рациональными) считаются решения, обеспечи-

вающие наибольшую эффективность системы в целом. 

Критерии, используемые в задачах упорядочивания:  

максимальное использование производственных мощностей, то 

есть минимизация суммарного времени простоя оборудования;  

минимизация суммарного времени обработки всех требований и 

заявок. 

Классифицируют задачи упорядочивания: 

по характеру обслуживания – детерминированные, стохастические;  

по характеру учета времени – динамические, статистические. 

Классическим примером задачи упорядочивания, находящим при-

менение в различных отраслях промышленности, является задача пла-

нирования производственной линии – оптимизации последовательности 

обработки изделий. 
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Постановка задачи: имеется несколько изделий, каждое из которых 

надо обработать на двух машинах последовательно (сначала на первой, 

потом на второй). Известно время обработки каждого изделия на каждой 

машине (табл. 45.1). 

Таблица 45.1 

Исходные данные задачи 
 

N изд 1 2 3 … n  

jt1  t11 t12 t13 … t1n 

jt2  t21 t22 t23 … t2n 

 

Здесь jt1  – время обработки j -го изделия на первой машине;  

 jt2  – время обработки j -го изделия на второй машине.  

 

Формализованное описание задачи:  

время перехода детали от первой машины к другой незначительно 

и его можно не учитывать; 

каждое изделие должно быть обработано в определенном порядке: 

вначале на первой машине, потом – на второй; 

каждое обслуживание должно быть завершено прежде, чем нач-

нется следующее, прерываться нельзя.  

Пусть 
0
2 jt  – время простоя второй машины. Тогда суммарное время 

обработки изделий на второй машине составит: 
n

j

n

j
jj ttZ

1 1

0
22 . 

Так как  
n

j
jt

1
2 известно, то необходимо минимизировать 

n

j
jt

1

0
2 . 

 

45.2. Комбинаторные задачи упорядочивания 

 

Задачи упорядочивания являются частными случаями комбина-

торных задач.  

Термин комбинаторная оптимизация означает, что существует 

конечное число допустимых вариантов, перебрав которые можно найти 

оптимальное решение. Экстремальные комбинаторные задачи, назы-

ваемые также задачами выбора, состоят в отыскании среди конечного 
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множества альтернатив одной, которой отвечает экстремальное значе-

ние принятой целевой функции. 

Классическим примером комбинаторной задачи является задача о 

коммивояжере. Формулируется она следующим образом. Коммивояжер 

должен выехать из определенного города и вернуться в него, побывав в 

каждом из городов лишь по одному разу и проехав минимальное рас-

стояние или с минимальными затратами на всю поездку. 

Пусть 1ijx , если коммивояжер переезжает из города i  непосред-

ственно в город j , и 0ijx  в противном случае. Обозначим через ijc  

расстояние между городами i  и j  или стоимость переезда из города i  в 

город j  (чтобы избежать бессмысленных значений 1iix , предполага-

ется, что iic  равны нулю). 

Тогда математическая модель имеет вид: 
 

n

i

n

j
ijij minxcXF

1 1

, 

 

n

i
ij

n

j
ij .n,j,x,n,i,x

11

1111  

 

К приведенным ограничениям необходимо добавить условия на 

недопустимость подциклов, то есть повторного посещения городов (за 

исключением исходного).  
 

Другой пример комбинаторных задач – это общая задача кален-

дарного планирования, которая формулируется следующим образом. 

Имеется n  станков (машин), на которых требуется обработать m дета-

лей. Заданы маршруты (в общем случае различные) обработки каждой 

детали на каждом из станков или группе станков. Задана также продол-

жительность операций обработки деталей.  

Предполагается, что одновременно на станке можно обрабатывать 

не более одной детали. Требуется определить оптимальную последова-

тельность обработки. Критерием оптимальности могут выступать про-

должительность обработки всех деталей, суммарные затраты на обра-

ботку, общее время простоя станков и др. Существует огромное число 

постановок данной задачи, учитывающих конкретные условия производ-

ства. 
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Большинство комбинаторных и целочисленных типов задач, таких, 

как задача с неделимостями, задача коммивояжера, задача календарно-

го планирования, принадлежат к разряду так называемых трудно ре-

шаемых. Это означает, что вычислительная сложность алгоритма их 

точного решения – зависимость числа элементарных операций (опера-

ций сложения или сравнения), необходимых для получения точного ре-

шения, от размерности задачи n  – является экспоненциальной (порядка 

2n), то есть сравнимой по трудоемкости с полным перебором вариантов. 

В качестве n , например, для задачи с неделимостями служит число це-

лочисленных переменных и число ограничений, для задачи коммивоя-

жера – число городов (или узлов графа маршрутов), для задачи кален-

дарного планирования – число деталей и число станков. Такие задачи 

называют еще NP-трудными, или NP-полными. Получение их точного 

решения не может быть гарантировано. 

 

45.3. Содержание и сферы использования сетевых методов  

планирования и управления 

 

Система методов сетевого планирования и управления (СПУ) – 

система методов  планирования и управления разработкой крупных на-

роднохозяйственных комплексов, научными исследованиями, конструк-

торской и технологической подготовкой производства, новых видов из-

делий, строительством и реконструкцией, капитальным ремонтом ос-

новных фондов путем применения сетевых графиков. 

Система СПУ позволяет: 

формировать календарный план реализации некоторого комплекса 

работ; 

выявлять и мобилизовать резервы времени, трудовые, материаль-

ные и денежные ресурсы; 

осуществлять управление комплексом работ по принципу «ведуще-

го звена» с прогнозированием и предупреждением возможных срывов в 

ходе работ; 

повышать эффективность управления в целом при четком распре-

делении ответственности между руководителем разных уровней и ис-

полнителями работ. 

Современное сетевое планирование начинается с разбиения про-

граммы работ на операции. Определяются оценки продолжительности 
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операций, и строится сетевая модель (график). Построение сетевой 

модели позволяет проанализировать все операции и внести улучшения 

в структуру модели до начала ее реализации. Строится календарный 

график, определяющий начало и окончание каждой операции, а также 

взаимосвязи с другими операциями графика. Календарный график вы-

являет критические операции, которым надо уделять особое внимание, 

чтобы закончить все работы в директивный срок. Что касается некрити-

ческих операций, то календарный план позволяет определить резервы 

времени, которые можно выгодно использовать при задержке выполне-

ния работ или эффективном применении как трудовых, так и финансо-

вых ресурсов. 

 

45.4. Элементы сетевого графика, методика его построения 
  

Сетевая модель – графическое изображение плана выполнения 

комплекса работ, состоящего из нитей (работ) и узлов (событий), кото-

рые отражают логическую взаимосвязь всех операций.  

В основе сетевого моделирования лежит изображение планируе-

мого комплекса работ в виде графа.  

Граф – схема, состоящая из заданных точек (вершин), соединен-

ных системой линий. Отрезки, соединяющие вершины, называются реб-

рами (дугами) графа. Ориентированным называется такой граф, на ко-

тором стрелкой указаны направления всех его ребер (дуг), что позволя-

ет определить, какая из двух его граничных вершин является начальной, 

а какая – конечной. Исследование таких сетей проводится методами 

теории графов. 

Теория графов оперирует понятием пути, объединяющим последо-

вательность взаимосвязанных ребер. Контур означает такой путь, у ко-

торого начальная вершина совпадает с конечной. Сетевой график – это 

ориентированный граф без контуров.  

В сетевом моделировании имеются два основных элемента – ра-

бота и событие. 

Работа – это активный процесс, требующий затрат ресурсов, либо 

пассивный (ожидание), приводящий к достижению намеченного резуль-

тата. 

Фиктивная работа – это связь между результатами работ (собы-

тиями), не требующая затрат времени и ресурсов. 
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Событие – это результат (промежуточный или конечный) выпол-

нения одной или нескольких предшествующих работ. 

Путь – это любая непрерывная последовательность (цепь) работ 

и событий. 

Критический путь – это путь, не имеющий резервов и включаю-

щий самые напряженные работы комплекса. Работы, расположенные на 

критическом пути, называют критическими. Все остальные работы яв-

ляются некритическими (ненапряженными) и обладают резервами вре-

мени, которые позволяют передвигать сроки их выполнения, не влияя на 

общую продолжительность выполнения всего комплекса работ. 

При построении сетевых моделей необходимо соблюдать сле-

дующие правила: 

1. Сеть изображается слева направо, и каждое событие с большим 

порядковым номером изображается правее предыдущего. Общее на-

правление стрелок, изображающих работы, также в основном должно 

быть расположено слева направо, при этом каждая работа должна вы-

ходить из события с меньшим номером и входить в событие с большим 

номером. 

2. Два соседних события могут объединяться лишь одной работой. 

Для изображения параллельных работ вводятся промежуточное собы-

тие и фиктивная работа (рис. 45.1). 

3. В сети не должно быть тупиков, то есть промежуточных событий, 

из которых не выходит ни одна работа (рис. 45.2). 

 

         
 

     Рис. 45.1. Параллельная работа     Рис. 45.2. Пример тупика 

 

4. В сети не должно быть промежуточных событий, которым не 

предшествует хотя бы одна работа (рис. 45.3). 

 5. В сети не должно быть замкнутых контуров, состоящих из взаи-

мосвязанных работ, создающих замкнутую цепь (рис. 45.4).  
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          Рис. 45.3. Ошибка сети     Рис. 45.4. Замкнутая цепь 

 

Для правильной нумерации событий поступают следующим обра-

зом: нумерация событий начинается с исходного события, которому да-

ется номер 1. Из исходного события 1 вычеркивают все исходящие из 

него работы, на оставшейся сети вновь находят событие, в которое не 

входит ни одна работа. Этому событию дается номер 2. Затем вычерки-

вают работы, выходящие из события 2, и вновь находят на оставшейся 

части сети событие, в которое не входит ни одна работа, ему присваи-

вается номер 3, и так продолжается до завершающего события.  

Пример нумерации сетевого графика показан на рис. 45.5. 

 

 
 

Рис. 45.5. Нумерация сетевого графика 

 

Продолжительность выполнения работ устанавливается на осно-

вании действующих нормативов или по экспертным оценкам специали-

стов.  

В первом случае временные оценки являются детерминированны-

ми (однозначными), во втором – стохастическими (вероятностными). 
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Пример 45.1. Построить сетевую модель программы опроса обще-

ственного мнения, которая включает разработку (A; 1 день) и распечатку 

анкет (B; 0,5 дня), прием на работу (C; 2 дня) и обучение (D; 2 дня) пер-

сонала, выбор опрашиваемых лиц (E; 2 дня), рассылку им анкет (F; 

1 день) и анализ полученных данных (G; 5 дней). 

Решение. 

Из условия задачи известно содержание работ, но явно не указаны 

взаимосвязи между работами. Поэтому необходимо проанализировать 

смысл каждой конкретной работы и выяснить, какие из остальных работ 

должны ей непосредственно предшествовать.  

Исходной работой, начинающей сетевой график, в данном случае 

является «прием на работу» (С), поскольку все остальные работы долж-

ны выполняться уже принятыми на работу сотрудниками. Перед выпол-

нением всех работ по опросу общественного мнения сотрудников необ-

ходимо обучить персонал (D). Перед тем как разослать анкеты (F), их 

надо разработать (A), распечатать (B) и выбрать опрашиваемых лиц (E), 

причем работу с анкетами и выбор лиц можно выполнять одновременно. 

Завершающей работой проекта является анализ полученных данных 

(G), который нельзя выполнить без предварительной рассылки анкет (F).  

В результате этих рассуждений построим сетевую модель и про-

нумеруем события модели (рис. 45.6). 

 

 
 

Рис. 45.6. Сетевая модель программы опроса общественного  

мнения 

 

Пример 45.2. Построить сетевую модель, включающую работы A, 

B, C, ..., L, которая отображает следующее упорядочение работ: 

1)  A, B и C – исходные операции проекта; 

2)  A и B предшествуют D; 

3)  B предшествует E, F и H; 

4)  F и C предшествует G; 

5)  E и H предшествуют I и J; 
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6)  C, D, F и J предшествуют K; 

7)  K предшествует L.  

Решение. 

В пункте 1) условия явно указано, что A, B и C являются исходны-

ми работами, поэтому изобразим их тремя стрелками, выходящими из 

исходного события 1.  

Пункт 2) условия означает, что стрелки работ A и B должны закон-

читься в одном событии, из которого выйдет стрелка работы D. Но по-

скольку стрелки работ A и B также начинаются в одном событии, то име-

ет место параллельность работ, которая недопустима правилами по-

строения сетевых моделей (рис. 45.7). Для ее устранения введем до-

полнительное событие 2, в которое войдет работа B, после чего соеди-

ним события 2 и 3, в которые входят работы A и B пунктирной стрелкой 

фиктивной работы. В данном случае фиктивная работа (2,3) не соответ-

ствует никакой реальной работе, а лишь отображает логическую связь 

между работами B и D.  

 

 
 

Рис. 45.7. Устранение параллельности работ A и B 

 

Дальнейшее построение рассмотрим с помощью рис. 45.8. 

 

 
 

Рис. 45.8. Сетевая модель задачи 
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Согласно пункту 3) условия задачи из события 2 выходят три 

стрелки работ E, F и H.  

Согласно пункту 4) условия задачи стрелки работ C и F должны 

войти в общее событие, из которого выйдет стрелка работы G.  

Проблема с параллельностью работ E и H (пункт 5) условия зада-

чи) решается путем введения дополнительного события 5 и фиктивной 

работы (5,6).  

Для отображения в сетевой модели пункта 6) условия задачи вве-

дем стрелки работ D и J в событие 7, а связь работ F и C с работой K 

отобразим с помощью фиктивной работы (4,7). Стрелки работ F и C 

нельзя было напрямую вводить в событие 7, потому что после них 

должна следовать работа G, которая с работами D и J никак не связана.  

Стрелка работы L выходит из события 8, то есть после окончания 

работы K в соответствии с пунктом 7) условия задачи. 

Поскольку в условии не указано, что работы L, I и G предшествуют 

каким-либо другим работам, то эти работы являются завершающими и 

их стрелки войдут в завершающее событие 9. Нумерацию событий про-

водят после построения сетевого графика, следя за тем, чтобы номер 

начального события каждой работы был меньше номера ее конечного 

события. 

 

45.5. Расчеты основных параметров сетевого графика 

 

Календарное планирование предусматривает определение момен-

тов начала и окончания каждой работы и других временных характери-

стик сетевого графика. Это позволяет проанализировать сетевую мо-

дель, выявить критические работы, непосредственно определяющие 

срок выполнения проекта, провести оптимизацию использования ресур-

сов (временных, финансовых, исполнителей). 

Основным временным параметром сетевого графика является 

продолжительность критического пути. 

Расчет критического пути включает два этапа.  

Первый называется прямым проходом. Вычисления начинают с 

исходного события и продолжают до тех пор, пока не будет достигнуто 

завершающее событие. Для каждого события определяется одно число, 

представляющее ранний срок его наступления.  
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На втором этапе, называемом обратным проходом, вычисления 

начинают с завершающего события и продолжают, пока не будет дос-

тигнуто исходное событие. Для каждого события вычисляется поздний 

срок его наступления. 

Расчет сетевой модели начинают с временных параметров собы-

тий, которые вписывают непосредственно в вершины сетевого графика 

(рис. 45.9): 

iTp  – ранний срок наступления события i , минимально необхо-

димый для выполнения всех работ, которые предшествуют событию i ; 

iTn  – поздний срок наступления события i , превышение которого 

вызовет задержку наступления завершающего события сети; 

iTiTiR pn  – резерв времени события i , то есть время, на 

которое может быть отсрочено наступление события i  без нарушения 

сроков завершения проекта в целом. 
 

 
 

Рис. 45.9. Отображение временных параметров событий  

на сетевом графике 

 

Ранние сроки свершения событий iTp  рассчитываются от исход-

ного (И ) к завершающему (З ) событию следующим образом: 

1) для исходного события И :  0ИTp ; 

2) для всех остальных событий i :  
 

i,ktkTmaxiT p
i,k

p , 

где максимум берется по всем работам i,k , входящим в событие i ; 

i,kt  – длительность работы i,k  (рис. 45.10). 

 

Поздние сроки свершения событий iTn  рассчитываются от за-

вершающего к исходному событию: 
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1) для завершающего события З : ЗTЗT рn ; 

2) для всех остальных событий:  
 

j,itjTminiT п
j,i

п , 

где минимум берется по всем работам j,i , выходящим из события i ; 

j,it  – длительность работы j,i  (рис. 45.11). 

 

 
 

Рис. 45.10. Расчет раннего срока iTp  свершения события i   

 

 
 

Рис. 45.11. Расчет позднего срока iTn  свершения события i  

 

Временные параметры работ определяются на основе ранних и 

поздних сроков событий: 

iTj,iT ppн
 – ранний срок начала работы; 
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j,itiTj,iT ppo
 – ранний срок окончания работы; 

jTj,iT nno
 – поздний срок окончания работы; 

j,itjTj,iT nnн
 – поздний срок начала работы; 

j,itiTjTj,iR pnn
 – полный резерв времени выполне-

ния работы показывает максимальное время, на которое можно увели-

чить длительность работы j,i  или отсрочить ее начало, чтобы не на-

рушился срок завершения проекта в целом; 

j,itiTjTj,iR ppc
 – свободный резерв времени выпол-

нения работы показывает максимальное время, на которое можно уве-

личить продолжительность работы j,i  или отсрочить ее начало, не 

меняя ранних сроков начала последующих работ. 
 

Путь – это последовательность работ в сетевом графике (в част-

ном случае это одна работа), в которой конечное событие одной работы 

совпадает с начальным событием следующей за ней работы.  

Полный путь – это путь от исходного до завершающего события. 

Критический путь – максимальный по продолжительности полный 

путь. Работы, лежащие на критическом пути, называют критическими. 

Критические работы имеют нулевые свободные и полные резервы.  

Подкритический путь – полный путь, ближайший по длительности 

к критическому пути. 

Для проведения анализа временных параметров сетевой модели 

используют график привязки, который отображает взаимосвязь выпол-

няемых работ во времени. По вертикальной оси графика привязки от-

кладываются коды работ, по горизонтальной оси – отрезки, соответст-

вующие длительностям работ (раннее начало и раннее окончание ра-

бот). График привязки можно построить на основе данных о продолжи-

тельности работ. При этом необходимо помнить, что работа j,i  может 

выполняться только после того, как будут выполнены все предшест-

вующие ей работы i,k . 

 

 Пример 45.3. Компания разрабатывает строительный проект. Ис-

ходные данные по основным операциям проекта представлены в 

табл. 45.2.  
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 Построить сетевую модель проекта, определить критические пути 

модели. Проанализировать,  как влияет  на  ход выполнения проекта  

задержка работы D на 4 недели. 
 

Таблица 45.2 

Исходные данные 
 

Название 
Непосредственно предшествующие 

операции 

Длительность, 

недели 

A – 4 

B – 6 

C A,B 7 

D B 3 

E C 4 

F D 5 

G E,F 3 

 

 Решение. 

Построим сетевую модель и рассчитаем временные параметры 

событий. При поиске критических путей на сетевом графике будем ис-

пользовать следующие условия его критичности: необходимое условие – 

нулевые резервы событий, лежащих на критическом пути; достаточное 

условие – нулевые полные резервы времени выполнения работ, лежа-

щих на критическом пути. 

 Согласно необходимому условию два полных пути сетевой модели 

(рис. 45.12) 7643211 ,,,,,L   и 764312 ,,,,L  могут быть критическими.  

 

 
 

Рис. 45.12. Сетевой график 
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Проверим достаточное условие критичности для работ (1,2) и (1,3): 
 

0606211221 ,tTT,R pnn ; 

2406311331 ,tTT,R pnn . 

Путь 2L , начинающийся с работы (1,3) не является критическим, 

так как минимум одна из его работ (1,3) не является критической. Работа 

(1,3) имеет ненулевой полный резерв, а значит может быть задержана с 

выполнением, что недопустимо для критических работ. 

Таким образом, сетевая модель имеет единственный критический 

путь 764321 ,,,,,Lkp  длительностью 20kpT  недель. За выполнением 

работ этого пути необходим особый контроль, так как любое увеличение 

их длительности нарушит срок выполнения проекта в целом. 

Работа D или (2,5) не является критической, ее полный резерв ра-

вен 3-м неделям. Это означает, что при задержке работы в пределах 3-х 

недель срок выполнения проекта не будет нарушен. Поэтому, если со-

гласно условию работа D задержится на 4 недели, то весь проект закон-

чится на 1 неделю позже. 

 

45.6. Методы оптимизации сетевого графика по критерию времени 

 

При поиске критических путей следует помнить, что признаком 

критической работы являются нулевые значения резервов времени. 

Это означает, что каждая последующая критическая работа будет начи-

наться строго в момент окончания предыдущей критической работы. 

Вследствие этого сдвиг любой из работ критического пути обязательно 

приведет к увеличению первоначальной длительности проекта ( kpT ). 

Кроме того, следует учесть, что критический путь является полным, то 

есть соединяет исходное и завершающее события сети. Поэтому на 

графике привязки первая из работ критического пути всегда начинается 

в исходном событии сети с нулевого (начального) момента времени, а 

последняя из работ критического пути всегда завершается позже всех 

остальных работ сети в завершающем событии. 

Из вышеприведенных соображений следует способ определения 

критического пути на графике привязки (все найденные работы выписы-

ваются последовательно справа налево): 
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1)  найти на графике привязки и выписать работу j,i , которая за-

канчивается позже всех остальных.  

Это будет последняя работа критического пути (ее конечное собы-

тие будет иметь номер завершающего события сети); 

2)  из всех работ сети i,k , конечное событие которых i  совпадает 

с начальным событием i  работы j,i , найденной в п. 1), выбрать и вы-

писать ту, которая на графике вплотную примыкает к работе j,i ; 

3)  из всех работ сети k,l , конечное событие которых k  совпада-

ет с начальным событием k  работы i,k , найденной в п. 2), выбрать и 

выписать ту, которая на графике вплотную примыкает к работе i,k ; 

4)  продолжать п. 3) до тех пор, пока не будет найдена исходная 

работа сети, то есть начинающаяся в нулевой момент времени (ее на-

чальное  событие  будет  иметь  номер исходного события сети, напри-

мер 1). 

Следует заметить, что если в сетевой модели несколько критиче-

ских путей, то, выполняя вышеописанные действия, можно обнаружить 

несколько работ, удовлетворяющих сформулированным  требованиям. 

В таком случае необходимо продолжать поиск по каждой из таких работ 

в отдельности.  
 

Пример 45.4. По данным о кодах и длительностях работ в днях 

(табл. 45.3) построить график привязки сетевой модели, определить 

критические пути и их длительность. Определить свободные и полные 

резервы каждой работы, отметить на графике привязки свободные ре-

зервы работ.  

Таблица 45.3 

Исходные данные 
 

j,i  1,2 1,3 1,4 1,5 2,3 3,6 3,7 4,5 4,6 5,7 6,7 

j,it , дни 3 3 2 10 2 5 9 10 6 1 4 

 

Решение. 

1. Построим график привязки (рис. 45.13). 

2. Начнем поиск критических путей (справа налево) с работ, за-

вершающих проект. На графике привязки (рис. 45.13) две работы (6,7) и 

(3,7), которые заканчиваются позже остальных в завершающем собы-

тии № 7.  
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Записываем работы, определенные как критические справа налево: 

761 ,...Lkp
; (45.1) 

               732 ,...Lkp
.   

 

 
 

Рис. 45.13. График привязки 

 

3. Найдем критическую работу из 1kpL , предшествующую (6,7). Код 

этой работы должен оканчиваться на 6. Таких работ две – (4,6) и (3,6). 

Но только одна из них, работа (3,6), по времени своего окончания вплот-

ную «примыкает» на графике к началу работы (6,7). Допишем слева 

найденную критическую работу (3,6) к выражению (45.1): 
 

76631 ,;,...Lkp . (45.2) 
 

4. Найдем критическую работу из 1kpL , предшествующую (3,6). Код 

этой работы должен оканчиваться на 3. Таких работ две – (2,3) и (1,3). 
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Но только одна из них, работа (2,3), по времени своего окончания вплот-

ную «примыкает» на графике к началу работы (3,6). Допишем слева 

найденную критическую работу (2,3) к выражению (45.2): 
 

7663321 ,;,;,...Lkp . (45.3) 

 

5. Найдем критическую работу из 1kpL , предшествующую (2,3). Код 

этой работы должен оканчиваться на 2. Работа (1,2) по времени своего 

окончания  вплотную  «примыкает»  на  графике к  началу работы (2,3). 

С этой работы начинается критический путь  1kpL : 

766332211 ,;,;,;,Lkp . 

 

6. Аналогичный поиск работ критического пути 2kpL  приводит к ре-

зультату 7332212 ,;,;,Lkp . 

В другой форме записи 763211 ,,,,Lkp  и 73212 ,,,Lkp . 

7. Для наглядности выделим на графике привязки критические ра-

боты жирной линией. 

 Определим резервы работ. 

1. Для всех найденных критических работ впишем в табл. 45.4 ну-

левые значения свободного и полного резервов. Рассмотрим некритиче-

ские работы, начиная с конца табл. 45.4. 
 

Таблица 45.4 

Резервы работ 
 

j,i  j,it  j,iRc  j,iRn  Критичность 

1,2 3 0 0 Критическая 

1,3 3 2 2 – 

1,4 2 0 1 – 

1,5 10 2 3 – 

2,3 2 0 0 Критическая 

3,6 5 0 0 Критическая 

3,7 9 0 0 Критическая 

4,5 10 0 1 – 

4,6 6 2 2 – 

5,7 1 1 1 – 

6,7 4 0 0 Критическая 
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2. Работа (5,7), согласно графику привязки (см. рис. 45.13) закан-

чивается в 13-й день, а завершающее событие 7 сети, в которое она 

входит, наступает лишь в 14-й день. То есть, если работа (5,7) задер-

жится на 1 день, то это не повлияет на срок выполнения проекта 

( 14kpT  дней). Поскольку (5,7) завершающая работа сети, то ее полный 

и свободный резервы равны 17575 ,R,R cn . 

3. Работа (4,6) заканчивается в 8-й день, в то время как последую-

щая работа (6,7) начинается в 10-й день. То есть работа (4,6) может за-

держаться на 2 дня и это никак не повлияет на время начала последую-

щей работы (6,7), то есть 264,Rc . 

Используем правило: полный резерв любой работы складывается 

из собственного свободного резерва и минимального из полных резер-

вов непосредственно следующих работ. 

За работой (4,6) следует только критическая работа (6,7) с нуле-

вым полным резервом. Поэтому 2027,66,46,4 ncn RRR . 

4. Работа (4,5) заканчивается в 12-й день, в этот же день начина-

ется следующая работа (5,7), то есть любая задержка выполнения рабо-

ты (4,5) приведет к задержке начала работы (5,7). Это означает, что ра-

бота (4,5) не имеет свободного резерва 054,Rc . Но если сдвинуть во 

времени работу (4,5) на 1 день, то работа (5,7) также сдвинется на 1 

день и это не нарушит срок выполнения проекта, так как у работы (5,7) 

есть временной резерв. Таким образом, согласно правилу: 
 

110755454 ,R,R,R ncn . 

 

5. Работа (1,5) заканчивается в 10-й день, в то время как после-

дующая работа (5,7) начинается в 12-й день. То есть работа (1,5) может 

задержаться на 2 дня и это никак не повлияет на время начала после-

дующей работы (5,7), то есть 251,Rc . Кроме того, поскольку после-

дующая работа (5,7) имеет резерв в 1 день, то, в общем, работу (1,5) 

можно сдвинуть на 3 дня и это не нарушит сроков проекта (см. 

рис. 45.13), то есть 312755151 ,R,R,R ncn . 
 

6. Работа (1,4) заканчивается во 2-й день, и в этот же день начи-

наются следующие работы (4,5) и (4,6). То есть работа (1,4) не имеет 

свободного резерва времени 041,Rc .  
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Поскольку после работы (1,4) следуют две работы с различными 

полными резервами, то 
 

 11021064544141 ;min,R;,Rmin,R,R nncn . 

 

7. Работа (1,3) заканчивается в 3-й день, а следующие за ней ра-

боты (3,6) и (3,7) начинаются в 5-й день, то есть 231,Rc . Поскольку 

обе последующие работы критические, то полный и свободный резерв 

работы (1,3) совпадают: 
 

20200273633131 ;min,R;,Rmin,R,R nncn . 

 

8.  Ненулевые свободные резервы работ обозначены на графике 

привязки фигурными скобками (см. рис. 45.13). 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Охарактеризовать задачи упорядочивания и координации. 

2. Пояснить понятие комбинаторная оптимизация. 

3. Описать методику построения сетевого графика. 

4. Какие элементы и временные параметры сетевого графика? 

5. Чему равно наиболее раннее время наступления события? 

6. Чему равно наиболее позднее время наступления события? 

7. Как сократить время выполнения проекта? 

8. Чему равен полный резерв времени выполнения работы? 

 

Упражнения 
 

45.1. Рассмотреть следующий проект (табл. 45.5). 

Найти критический путь.  

За какое минимальное время может быть выполнен проект?  

Сколько работ находится на критическом пути?  

На сколько недель можно отложить выполнение работы D без от-

срочки завершения проекта в целом?  

На сколько недель можно отложить выполнение работы С без от-

срочки завершения проекта в целом? 
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Таблица 45.5 

Исходные данные 
 

Работа 
Непосредственно предшествующие 

работы 

Время выполнения, 

недели 

A – 5 

B – 3 

C A 7 

D А 6 

E В 7 

F D, Е 3 

G D, E 10 

H C, F 8 

 

45.2. Университет рассматривает предложение о строительстве но-

вого учебного корпуса. Работы, которые следует выполнить перед нача-

лом строительства, представлены в табл. 45.6. 

Таблица 45.6 

Исходные данные 
 

Работа Содержание работы 

Непосредственно 

предшествующие 

работы 

Время выполнения, 

недели 

A 
Определить место строитель-

ства 
– 6 

B 
Разработать первоначальный 

проект 
– 8 

C 
Получить разрешение на 

строительство 
A, B 12 

D Выбрать архитектурную фирму C 4 

E 
Разработать смету затрат на 

строительство 
C 6 

F 
Разработать проект строитель-

ства 
D, Е 15 

G 
Обеспечить финансирование 

проекта 
Е 12 

H Нанять подрядчика F, G 8 

 

Найти критический путь. Сколько работ находится на критическом 

пути? (Фиктивные работы не учитываются.) Через какое минимальное 

время после принятия решения о реализации проекта можно начать ра-

боту по строительству учебного корпуса? На сколько недель можно от-
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ложить выбор архитектурной фирмы? Чему равно наиболее позднее 

время завершения работы по обеспечению финансирования? 

45.3. Проект внедрения компьютерной программы состоит из вось-

ми работ (табл. 45.7).  

Таблица 45.7 

Исходные данные 
 

Работа 
Непосредственно предшествующие 

работы 

Время выполнения, 

недели 

A – 3 

B – 6 

C A 2 

D B, C 5 

E D 4 

F Е 3 

G B, C 9 

H F, G 3 

 

 Найти критический путь. Сколько времени потребуется для выпол-

нения проекта? Сколько работ на критическом пути? Чему равно наибо-

лее раннее время начала работы С? 

 На сколько дней можно отложить выполнение работы С без от-

срочки завершения проекта в целом?  

 Чему равно наиболее позднее время окончания работы F? На 

сколько дней можно отложить выполнение работы F без отсрочки за-

вершения проекта? 

 

 

46. Задачи и модели замены 
 

46.1. Сущность и классификация задач замены 

 

Одной из важных экономических проблем является определение 

оптимальной стратегии в замене старых станков, агрегатов, машин на 

новые. Старение оборудования включает его физический и моральный 

износ, в результате чего растут производственные затраты по выпуску 

продукции на старом оборудовании, увеличиваются затраты на его ре-

монт и обслуживание, снижаются производительность и ликвидная 

стоимость.  
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Наступает время, когда старое оборудование выгоднее продать, 

заменить новым, чем эксплуатировать ценой больших затрат; причем 

его можно заменить новым оборудованием того же вида или новым, бо-

лее совершенным. 

Оптимальная стратегия замены оборудования состоит в опреде-

лении оптимальных сроков замены. Критерием оптимальности при этом 

может служить прибыль от эксплуатации оборудования, которую следу-

ет оптимизировать, или суммарные затраты на эксплуатацию в течение 

рассматриваемого промежутка времени, подлежащие минимизации. 

 Процессы замены распадаются на два основных класса в зависи-

мости от вида износа оборудования: либо оно устаревает и далее заме-

няется, либо оно полностью выходит из строя. 

Классификация задач замены оборудования: 

по характеру замены оборудования: задачи замены оборудования 

длительного пользования; задачи замены оборудования с целью преду-

преждения отказа; задачи замены оборудования выбора оптимального 

плана предварительного ремонта с целью уменьшения отказа;  

по характеру затрат на оборудование: дискретные; непрерывные;  

по выходу из строя оборудования: детерминированные; случай-

ные;  

по времени учета затрат на оборудование: без приведения затрат 

к текущему моменту; с приведением затрат к текущему моменту. 

 

46.2. Постановка задачи замены оборудования длительного  

пользования 

 

Производственное оборудование длительного пользования с тече-

нием времени изнашивается и подлежит предупредительно-восстано-

вительному ремонту. Оборудование также устаревает (морально и фи-

зически) и подлежит полной замене. При этом постановка задачи тако-

ва: определить такие сроки ремонта и замены оборудования, при кото-

рых минимизируется сумма затрат на ремонт и замену оборудования 

при его старении. Иногда в оборудовании выходят из строя отдельные 

элементы (например, микросхемы) – в данном случае требуется опре-

делить такие сроки профилактического ремонта по замене вышедших из 

строя деталей, чтобы потери на данный элемент были минимальными. 

Здесь также имеет место профилактический контроль по обнаружению 
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неисправностей. Требуется определить такие сроки контроля, при кото-

рых минимизируется сумма затрат на проведение контроля, а также ми-

нимизируется сумма потерь от простоя оборудования вследствие выхо-

да из строя отдельных элементов. 

 

46.3. Динамическая модель замены оборудования 

 

Задачу замены оборудования можно представить в виде динами-

ческой модели. 

Введем обозначения:  

tr  – стоимость продукции, производимой за один год на единице 

оборудования возраста t  лет; 

tu  –  ежегодные затраты на обслуживание оборудования возрас-

та t  лет; 

ts  – остаточная стоимость оборудования возраста t  лет; 

P– покупная цена оборудования. 

Рассмотрим период N лет, в пределах которого требуется опреде-

лить оптимальный цикл замены оборудования. 

Обозначим через tfN  максимальный доход, получаемый от обо-

рудования возраста t  лет за оставшиеся N лет цикла его использования 

при условии оптимальной стратегии. 

Возраст оборудования отсчитывается в направлении течения про-

цесса. Так, 0t  соответствует случаю использования нового оборудо-

вания. Временные же шаги процесса нумеруются в обратном направле-

нии по отношению к ходу процесса. Так, 1N  относится к одной вре-

менной стадии, остающейся до завершения процесса, а NN – к нача-

лу процесса (рис. 46.1). 

 
 

Рис. 46.1. Цикл замены оборудования 
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На каждом этапе N -шагового процесса должно быть принято ре-

шение о сохранении или замене оборудования. Выбранный вариант 

должен обеспечивать получение максимальной прибыли. 

Шаги процесса 

Функциональные уравнения, основанные на принципе оптимально-

сти Беллмана, имеют вид: 
 

,10

;1
max

1

1

заменаfrPts

сохранениеtftutr
tf

N

N
N  (46.1) 

 

.00

;
max1

заменaurPts

сохранениеtutr
tf   (46.2) 

 

Уравнение (46.1) описывает N -шаговый процесс, а (46.2) – одно-

шаговый. Оба уравнения состоят из двух частей: верхняя строка опре-

деляет доход, получаемый при сохранении оборудования; нижняя – до-

ход, получаемый при замене оборудования и продолжении процесса ра-

боты на новом оборудовании. 

В уравнении (46.1) функция tutr  есть разность между стои-

мостью произведенной продукции и эксплуатационными издержками на 

N -м этапе процесса. 

Функция 11 tfN  характеризует суммарную прибыль от 1N  

оставшихся шагов для оборудования, возраст которого в начале осуще-

ствления этих этапов составляет 1t  лет. 

Нижняя строка (46.1) характеризуется следующим образом: функ-

ция Pts  представляет чистые издержки по замене оборудования, 

возраст которого t  лет. 

Функция 0r  выражает доход, получаемый от нового оборудова-

ния возраста 0 лет. Предполагается, что переход от работы на оборудо-

вании возраста t  лет к работе на новом оборудовании совершается 

мгновенно, то есть период замены старого оборудования и переход на 

работу на новом оборудовании укладываются в один и тот же этап. 

Последняя функция 11Nf  в (46.1) представляет собой доход от 

оставшихся 1N  этапов, до начала осуществления которых возраст 

оборудования составляет один год. 
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Аналогичная интерпретация может быть дана уравнению для од-

ношагового процесса. Здесь нет слагаемого вида 10 tf , так как N  

принимает значение 1, 2,..., N .  

Равенство 00 tf  следует из определения функции tfN . 

Уравнения (46.1) и (46.2) являются рекуррентными соотношения-

ми, которые позволяют определить величину tfN  в зависимости от 

11 tfN .  

Структура этих уравнений показывает, что при переходе от одного 

шага процесса к следующему возраст оборудования увеличивается с t  

до 1t  лет, а число оставшихся шагов уменьшается с N до 1N . 

Расчет начинают с использования уравнения (46.1). Уравнения 

(46.1) и (46.2) позволяют оценить варианты замены и сохранения обору-

дования, с тем чтобы принять тот из них, который предполагает боль-

ший доход. Эти соотношения дают возможность не только выбрать ли-

нию поведения при решении вопроса о сохранении или замене оборудо-

вания, но и определить прибыль, получаемую при принятии каждого из 

этих решений. 

 

Пример 46.1. Определить оптимальный цикл замены оборудова-

ния при следующих исходных данных: Р = 10, S(t) = 0, f(t) = r(t) – u(t), 

представленных в табл. 46.1. 

Таблица 46.1 

Исходные данные 
 

N  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

tfN  10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 0 0 

 

Решение. 

Уравнения (46.1) и (46.2) запишем в следующем виде: 
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,1
max

1
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N

N
N

ffP
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tf  

 

.fP

,tf
maxtf

0
1  
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Для N  = 1: 

,max
fP

,f
maxf 10

1010

10

0

0
01  

 

,max
fP

,f
maxf 9

1010

9

0

1
11  

………………………………………………………… 
 

.max
fP

,f
maxf 0

1010

0

0

12
121  

 

Для N  = 2: 
 

,19
91010

910
max

10

,10
max0

1

1
2

ffP

ff
f  

 

,17
91010

89
max

10

,21
max1

1

1
2

ffP

ff
f  

…………………..…………………………………………………… 

 

Вычисления продолжаем до тех пор, пока не будет выполнено ус-

ловие  21 21 ff , то есть в данный момент оборудование необходимо 

заменить, так как величина прибыли, получаемая в результате замены 

оборудования, больше, чем в случае использования старого.  

Результаты расчетов помещаем в таблицу, момент замены отме-

чаем звездочкой, после чего дальнейшие вычисления по строчке пре-

кращаем (табл. 46.2). 

Можно не решать каждый раз уравнение (46.3), а вычисления про-

водить в таблице.  

Например, вычислим tf4 : 

 

   ,241342410100 3314 ffff  

   ,ffff 130219211 3314  

   ,ffff 126188322 3314    
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   ,ffff 124177433 3314  

   .ffff 123176544 3314  

 

Дальнейшие расчеты для tf4  прекращаем, так как  

 

241234 34 ff . 

 

Таблица 46.2 

Результаты расчетов 
 

 
 

По результатам вычислений и по линии, разграничивающей облас-

ти решений сохранения и замены оборудования, находим оптимальный 

цикл замены оборудования. Для данной задачи он составляет 4 года. 

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. В чем сущность задачи замены? 

2. Привести классификацию задач замены. 
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3. Сформулировать постановку задачи замены оборудования. 

4. Описать динамическое программирование как метод решения 

задачи замены оборудования. 

 

Упражнения 

 

46.1. К началу рассматриваемого периода на предприятии уста-

новлено новое оборудование. Зависимость производительности этого 

оборудования от времени его работы, а также затраты на содержание и 

ремонт при различном времени его использования приведены в 

табл. 46.3.  
 

Таблица 46.3 

Исходные данные 
 

Наименование 

Время, в течение которого используется оборудование, 

годы 

0 1 2 3 4 5 

Годовой выпуск продук-

ции, млн. грн 
80 75 65 60 60 55 

Ежегодные затраты на 

содержание и ремонт 

оборудования, млн. грн 

20 25 30 35 45 55 

 

Известно, что затраты, связанные с приобретением и установкой 

нового оборудования, идентичного установленному, составляют 40 млн 

грн, а заменяемое оборудование списывается.  

Составить такой план замены оборудования в течение пяти лет, 

при котором общий доход за данный период времени максимален. 

46.2. К началу анализируемого периода на предприятии установ-

лено новое оборудование. 

Определить оптимальный цикл замены оборудования при сле-

дующих исходных данных: закупочная цена оборудования ( P) составля-

ет 12 ден.ед.; остаточная стоимость оборудования 0ts ; 

tutrtfN  – максимальный доход, получаемый от оборудования 

возраста t  лет за оставшиеся N лет цикла использования оборудования 

при условии оптимальной стратегии, где tr  – стоимость продукции, 

выпускаемой за год на единице оборудования возраста t  лет, tu  – 
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ежегодные затраты на обслуживание оборудования возраста t  лет;  

N  = 8 лет.  

Зависимость tfN  от N  задана в табл. 46.4. 

Таблица 46.4 

Исходные данные 
 

N  0 1 2 3 4 5 6 7 8 

tfN  12 11 10 8 6 4 2 0 0 

 

 

47. Задачи с условиями неопределенности  

и конфликта 

 

47.1. Характеристика задач стохастического программирования 
 

 Принятию управленческих решений, как правило, предшествует 

анализ возможных альтернатив по определенному критерию эффектив-

ности, что позволяет определить оптимальное решение, которое явля-

ется основой разработки управленческого решения. Если информация 

относительно возможных альтернатив является полной и метод опреде-

ления оптимального решения известен, то такие задачи являются де-

терминированными. То есть математическая модель задачи рассмат-

ривается в условиях определенности. К таким задачам, например, при-

надлежат задачи линейного программирования.   

Большинство реальных экономических задач не содержат полной 

информации относительно возможных альтернатив или эти альтернати-

вы могут реализовываться или не реализовываться, но вероятности 

этих событий неизвестны. Следовательно, возникает необходимость 

принимать решение в условиях неопределенности. Если перечень воз-

можных вариантов мероприятий является полным и критерий, по кото-

рому определяется эффективность этих вариантов, является извест-

ным, однако реализация определенного варианта может происходить 

или не происходить с вероятностью, которая предварительно известна, 

то существует стохастическая неопределенность. Такие условия, ко-

гда известны все возможны альтернативы, а также известны вероятно-

сти их реализации (закон распределения вероятностей для каждой из 

альтернатив), определяются как условия риска.  
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Принятие решения в условиях риска приводит к тому, что реализа-

ция альтернативы, которая считается оптимальной, является случайным 

событием. Это круг задач стохастического программирования. 

Таким образом, стохастическое программирование (stochastic 

programming) – раздел математического программирования, совокуп-

ность методов решения оптимизационных задач вероятностного харак-

тера. Это означает, что либо параметры ограничений (условий) задачи, 

либо параметры целевой функции, либо и те и другие являются случай-

ными величинами (содержат случайные компоненты).  

  Основным принципом решения таких задач является переход от 

условий неопределенности к условиям риска или условиям определен-

ности.  

 

47.2. Характеристика задач теории игр 
 

В экономике иногда приходится сталкиваться с ситуацией, когда 

при наличии многих участников эффективность решения одного из них 

зависит от того, какие решения приняли другие участники. Например, 

доход предприятия от продажи изделия зависит не только от установ-

ленной на него цены, но и от количества купленных покупателем изде-

лий. Или при выборе ассортимента товаров, выпускаемых предприяти-

ем, нужно учитывать, какой ассортимент товаров выпускают другие 

предприятия. Такие задачи решаются методами теории игр. 

Теория игр, как самостоятельная наука, возникла в 1944 г. Она со-

ответствует жизненным ситуациям, в которых сталкиваются интересы 

двух или нескольких участников. Интересы каждого участника различны 

и каждый участник достигает своей цели различным путем. Такие ситуа-

ции называются конфликтными и являются предметом изучения теории 

игр. 

Формализация содержательного анализа конфликта представляет 

собой его математическую модель, которая называется игрой. Участни-

ки игры называются игроками. Игроками могут быть как отдельные уча-

стники или предприятия, так и коллективы, имеющие общие интересы. 

Теория игр изучает оптимальное поведение игроков в играх.  

Для конфликта характерно то, что ни один из его участников зара-

нее не знает решений, принятых другими участниками, то есть вынужде-

ны действовать в условиях риска и неопределенности. 
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Неопределенность игры может зависеть не только от сознатель-

ных действий участников, но и от действий стихийных сил (например 

природы). В зависимости от источника неопределенности различают иг-

ры: комбинаторные, азартные, стратегические. Примером комбинатор-

ной игры является шахматная игра, когда особенности правил игры вы-

зывают такое разнообразие в ее развитии, что результат заранее пред-

сказать невозможно. Примером азартной игры является игра в монету, в 

кости, карты и др., в которых источником неопределенности выступает 

случайный фактор. Для стратегической игры источником неопределен-

ности является отсутствие информации о действиях противника, то есть 

о его стратегии. 

Игра бывает парной и множественной. В парной игре сталкиваются 

интересы двух противников, в множественной – трех и более. Наиболее 

распространенными являются парные игры. 

Пусть A и B – два участника игры (два противника). Предполо-

жим, что интересы участников поддаются некоторому количественному 

описанию, то есть результат игры – выигрыш – определяется некоторым 

числом. План, по которому игрок совершает выбор ситуации, при любой 

фактической информации, называется стратегией игрока. Опти-

мальной называется стратегия, которая при многократном повторении 

игры обеспечивает данному игроку максимально возможный выигрыш. 

Простейшей стратегической игрой является игра с нулевой суммой, то 

есть сумма выигрыша равна нулю. Это значит, что выигрыш первого иг-

рока v  равен проигрышу второго игрока u , то есть 0vu . 

Для определенности, предположим, что игрок A выигрывает, игрок 

B проигрывает. Игрок A выбирает свои стратегии первым, его страте-

гии mAAA ,...,, 21 . Игрок B выбирает одну из своих стратегий 

nBBB ,...,, 21 . Тогда выигрыш первого игрока и проигрыш второго игрока 

есть функция стратегий ji BA , , то есть ji BAfv , . Обозначим 

ijji aBAf , . Тогда можно построить матрицу, которая называется 

платежной ,

...

............

...

...

21

22221

11211

nmmnmm

n

n

nm

aaa

aaa

aaa

П  
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где ija  – выигрыш первого игрока, если он выбрал i -ю стратегию и при 

этом второй игрок выбрал j -ю стратегию. 

 

Для определения своей наилучшей стратегии игрок A стремится 

максимизировать свой минимальный выигрыш. Он просматривает стро-

ки и в каждой строке выбирает minэлемент i  и из этих элементов вы-

бирает max, то есть его позиция максиминная 
 

ij
ij

aminmax , 

где  – гарантированный выигрыш игрока A. 
 

 называется нижней ценой (или границей) игры.  

Игрок B стремится минимизировать свой максимальный проиг-

рыш, то есть он в каждом столбце выбирает maxэлемент j  и среди 

них выбирает min , то есть его позиция минимаксная 
 

ij
ji

amaxmin . 

 называется верхней ценой игры.  

Если второй игрок будет придерживаться своей минимаксной страте-

гии, то  гарантировано, что он во всяком случае проиграет не больше .  

Для матричной игры выполняется условие . Если , то та-

кая игра называется игрой с седловой точкой, а пара оптимальных стра-

тегий ( ,iопт jоптA B  ) – седловой точкой матрицы.  

В этом случае элемент ija v  называется ценой игры. Игра называ-

ется определенной и любые отклонения игроков от своих стратегий не-

возможны.  

Если игра имеет седловую точку, то говорят, что она решается в 

«чистых» стратегиях. Чистой стратегией называется выбор игроком 

конкретной стратегии. 

Если платежная матрица не имеет седловой точки, то есть  , то 

поиск решения игры приводит к применению сложной стратегии, которая 

составляется из случайного применения двух и больше стратегий с опре-

деленными вероятностями. Такая сложная стратегия называется смешан-

ной.  
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В игре, матрица которой имеет размерность m n , стратегии перво-

го игрока задаются наборами вероятностей 1 2( , ,..., )mX x x x , с которыми 

игрок применяет свои чистые стратегии.  

Эти наборы можно рассматривать как m-мерные векторы, для коор-

динат которых 

1

1, 0, 1, .
m

i i
i

x x i m
 

 

Аналогично для второго игрока наборы вероятностей определяют  

n-мерные векторы 1 2( , ,..., )nY y y y , для координат которых  

 

1

1, 0, 1, .
n

j j
j

y y j n

 
 

Выигрыш первого игрока при использовании смешанных стратегий 

определяют как математическое ожидание выигрыша, он равен:  
 

1 1

.
m n

ij i j
i j

a x y

 
 

В основной теореме теории игр утверждается, что каждая конечная 

игра имеет, по крайней мере, одно решение, возможно, в области сме-

шанных стратегий.  

Применение оптимальной стратегии позволяет получить выигрыш, 

который равен цене игры:  .v  

Применение первым игроком оптимальной стратегии должно обес-

печить ему при любых действиях второго игрока выигрыш не меньше цены 

игры. Поэтому выполняются соотношения: 
m

i
іоптijxa

1

.  

Аналогично для второго игрока оптимальная стратегия должна обес-

печить при любых стратегиях первого игрока проигрыш, который не пре-

вышает цену игры, то есть справедливы соотношения: 
n

j
jonmij ya

1

.  

Если платежная матрица не содержит седловой точки, то задача оп-

ределения смешанной стратегии тем сложнее, чем больше размерность 

матрицы. Поэтому матрицы большой размерности целесообразно упро-
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стить, уменьшив их размерность путем вычеркивания дублирующих (оди-

наковых) и сознательно невыгодных стратегий, а именно доминантных 

строк (элементы которых меньше элементов любой параллельной строки) 

и доминирующих столбцов (элементы которых больше элементов любого 

параллельного столбца).  

Теория игр находится в тесной связи с линейным программировани-

ем, потому что каждая игра двух участников может быть представлена как 

задача линейного программирования и решена симплексным методом, и 

наоборот, каждая задача линейного программирования может быть пред-

ставлена как игра двух участников. 
 

Графический метод решения матричной игры 

Графический метод применим к играм, в которых хотя бы один игрок 

имеет только две стратегии.  

Рассмотрим игру n2 (табл. 47.1).  

 

Таблица 47.1 

Матричная игра n2  
 

Вероятности 
Второй игрок Стратегии первого 

игрока
 

1y  2y  … ny  

Первый игрок 
1x  11a  12a  … 1na  1A  

2x  21a  22a  … 2na  2A  

Стратегии второго игрока 1B
 2B

 
… nB

 
 

 

Предполагаем, что игра не имеет седловой точки. 

Обозначим: 1x  – вероятность применения первым игроком 1-й 

стратегии, 2x  – вероятность применения первым игроком 2-й стратегии 

( 2 11x x  ), 1y  – вероятность применения вторым игроком 1-й страте-

гии, 2y – вероятность применения вторым игроком 2-й стратегии и т. д., 

ny  – вероятность применения вторым игроком n -й стратегии. 

Ожидаемый выигрыш первого игрока при применении вторым иг-

роком 1-й стратегии равен математическому ожиданию выигрыша:  
 

.221111 xaxavM  
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Аналогично найдем ожидаемые выигрыши первого игрока при ис-

пользовании вторым игроком n,...,3,2 -й стратегий. Полученные резуль-

таты запишем  в табл. 47.2.  

 

Таблица 47.2 

Результаты решения матричной игры n2  
 

Чистые стратегии второго игрока Ожидаемые выигрыши первого игрока 

1 
221111 xaxa  

2 
222112 xaxa  

… … 

n  
2211 xaxa nn  

 

Для решения задачи используем номограммы на параллельных 

шкалах. Проведем две оси 1A  и 2A  на расстоянии 1 ед. перпендикулярно 

оси l  и нанесем на них выигрыши игрока A в зависимости от стратегий иг-

рока B (рис. 47.1). 

На шкалах 1A  и 2A  отмечены 

значения проигрыша игрока B – 

результаты реализации стратегий 

nBBB ,...,, 21 .  

Так как позиция игрока A мак-

симинная, то находим нижнюю 

границу игры и на ней max точку.  

 

 

 

    Рис. 47.1. Графическое решение  

    матричной игры [ n2 ] 

 

На графике рис. 47.1 это пересечение стратегий 32,BB , то есть 

0...41 nyyy   и  задача  сводится  к  простейшей  парной  игре  с 

платежной  матрицей 
2322

1312

aa

aa
П . 
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Решим матричную игру для игрока A:   
 

.1

,

,

21

223113

222112

xx

xaxa

xaxa

 

 

Так как события – реализация стратегий 1A  и 2A  – образуют полную 

группу, то 121 xx . 

Решим матричную игру для игрока B: 
 

.1

,

,

32

323222

313212

yy

yaya

yaya

 

 

Решив системы трех линейных уравнений с тремя неизвестными, 

получим оптимальные планы для игроков A и B. 
 

Рассмотрим игру 2m  (табл. 47.3).  
 

Таблица 47.3 

Матричная игра 2m  
 

Вероятности 
Второй игрок Стратегии первого 

игрока
 

1y  2y  

Первый игрок 

1x  11a  12a  1A  

2x  21a  22a  2A  

… … … … 

mx  1ma  2ma  mA  

Стратегии второго игрока 1B
 2B

 
 

 

Если нет седловой точки, решаем ее графическим методом. 

Построим номограмму (рис. 47.2). Поскольку позиция игрока B ми-

нимаксная, то находим верхнюю границу игры и на ней minточку. На гра-

фике рис. 47.2 minточка на пересечении стратегий 21,AA , то есть 

0...43 mxxx   и  задача  сводится  к  простейшей  парной  игре  с 

платежной  матрицей 
2221

1211

aa

aa
П . 
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Рис. 47.2. Графическое решение матричной игры 2m  

 

Тогда для игрока A:   

.1

,

,

21

222112

221111

xx

xaxa

xaxa

 

 

Для игрока B: 

.1

,

,

21

222121

212111

yy

yaya

yaya

 

 

Решив полученные системы трех линейных уравнений с тремя неиз-

вестными, получим оптимальные планы для игроков A и B. 

 

Пример 47.1. Решить матричную игру, заданную платежной мат-

рицей: 

7317

9425

5636

П . 

 

Решение. 

Определяем нижнюю и верхнюю цену игры: 

,31;2;3max  

.39;6;3;7min  
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3, то есть игра с седловой точкой, цена игры равна .3  

.0;0;1;0,0;0;1 оптопт YX  

 

Пример 47.2. Решить матричную игру, заданную платежной мат-

рицей: 

П=

4 5

7 6 5 4 2

5 4 3 2 3
.

5 6 6 3 5

2 3 3 4 4
 

Решение. 

Пусть 4321 ,,, AAAA  – стратегии игрока A; 54321 ,,,, BBBBB  – стра-

тегии игрока .B   

Обозначим: 1x  – вероятность применения первым игроком 1-й стра-

тегии; 2 3 4, ,x x x – вероятности применения первым игроком 2, 3, 4-й стра-

тегий соответственно (так как события 4321 ,,, AAAA  образуют полную 

группу, то 1 2 3 4 1x x x x ); 1y  – вероятность применения вторым иг-

роком 1-й стратегии; 2 3 4 5, , ,y y y y  – вероятности применения вторым иг-

роком 2, 3, 4, 5-й стратегий соответственно ( 1 2 3 4 5 1y y y y y ).  

Размерность платежной матрицы сокращается путем вычеркивания 

доминантных строк и доминирующих столбцов, то есть 42, AA  и 321 ,, BBB . 

Поэтому 2 4 1 2 3 0x x y y y  и матрица принимает вид:  

2 2

4 2
.

3 5
  

Тогда для игрока A:   

.1

,52

,34

41

41

41

xx

xx

xx

 

 

Для игрока B: 

.1

,53

,24

54

54

54

yy

yy

yy
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Решив эти системы, получим: 
 

.2/7,4/1,4/3;2/7,2/1 5441 yyxx  

 

Оптимальная стратегия первого игрока: (1/ 2,0,1/ 2,0),оптX при 

этом цена игры 7/ 2.v  

Оптимальная стратегия второго игрока: 
3 1

(0,0,0, , )
4 4

оптY , при этом 

цена игры  7/ 2.v  

 

47.3. Сведение матричной игры к задаче линейного  

программирования 

 

 Пусть задана платежная матрица 

.

...

............

...

...

21

22221

11211

nmmnmm

n

n

nm

aaa

aaa

aaa

П  

 

Игрок A выбирает свои стратегии первым, его стратегии 

mAAA ,...,, 21 . Игрок B выбирает одну из своих стратегий nBBB ,...,, 21 .  

Стратегии игрока A задаются набором вероятностей 

1 2( , ,..., )mX x x x , который можно рассматривать как m-мерный вектор с 

координатами 
1

1, 0, 1, .
m

i i
i

x x i m
 

Аналогично для второго игрока 

набор вероятностей определяет n -мерный вектор 1 2( , ,..., )nY y y y , для 

координат которого 
1

1, 0, 1, .
n

j j
j

y y j n

 

 Матрица размерности nm , седловой точки нет и преобразова-

ния невозможны.  

 Пусть 0ija  (если есть 0ija , то можно ко всем элементам мат-

рицы добавить одно и то же число). 

 Составим математическую модель для игроков A и B. 
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 Поскольку игрок A стремится максимизировать свой выигрыш, то 

система ограничений будет иметь неравенства типа :  
 

m

i
ii

m

i
іij

njxx

xa

1

1

.,1,1,0

,

 

 

 Так как игрок B стремится минимизировать свой проигрыш, то в сис-

теме ограничений неравенства будут типа : 
 

n

j
jj

n

j
jij

miyy

ya

1

1

.,1,1,0

,

 

 

 Преобразуем системы, разделим все неравенства и уравнения на 

 и сделаем замену: ., j
j

i
i u

y
t

x
  

 Тогда получим: 

.,1,0

,,1,1

,min
1

1

1

mit

njta

tZ

i

m

i
іij

m

i
i

    

.,1,0

,,1,1

,max
1

1

1

nju

miua

uf

j

n

j
jij

n

j
j

 

 

 Получили две взаимнодвойственные задачи. Достаточно одну из них 

(лучше вторую) решить симплекс-методом, решение другой получим или в 

симплекс-таблице, или по теоремам двойственности. 

 

 Пример 47.3. Решить матричную игру, заданную платежной мат-

рицей: 

3152

5643

2434

П . 
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 Решение. 

Определяем нижнюю и верхнюю цены игры: ,31;3;2max  

.45;6;5;4min  , то есть игра без седловой точки, в смешан-

ных стратегиях. 

Игрок A выбирает свои стратегии 321 ,, AAA , вероятности которых 

321 ,, xxx . Игрок B выбирает одну из своих стратегий 4321 ,,, BBBB  с ве-

роятностями 4321 ,,, yyyy .  

Составим математическую модель для игроков A и B. 

 A:       B: 

.3,1,0

,352

,64

,543

,234

,1

321

321

321

321

321

ix

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

i

    

.4,1,0

,352

,5643

,2434

,1

4321

4321

4321

4321

jy

yyyy

yyyy

yyyy

yyyy

j

 

 Разделим все неравенства и уравнения  на  и сделаем замену: 

., j
j

i
i u

y
t

x
 

 Тогда  

 A:       B: 

 

.3,1,0

,1352

,164

,1543

,1234

,min

321

321

321

321

321

it

ttt

ttt

ttt

ttt

tttZ

i

    

.4,1,0

,1352

,15643

,12434

,max

4321

4321

4321

4321

ju

uuuu

uuuu

uuuu

uuuuf

j

 

 

 Решим вторую задачу симплекс-методом, получим 
 

.
4

1
;0;0;

4

3
,

2

7

7

2
,

14

1
;0;0;

14

3
max jjоптопт uyYfU  
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 В строке jz  напротив исходного единичного базиса получим реше-

ние двойственной задачи: .0;
2

1
;

2

1
,0;

7

1
;

7

1
iiоптопт txXT  

 

Вопросы для самодиагностики 

 

1. Как моделируются рискованные ситуации в экономике на базе  

теории игр? Что такое матричная игра и как она интерпретируется в эко-

номике? 

2. Сформулировать математическую модель парной матричной 

игры с нулевой суммой. Что такое платежная матрица? 

3. Как определяется матричная игра в чистых и смешанных стра-

тегиях? Что называется доминантной и доминирующей стратегиями? 

4. Как геометрически интерпретируется матричная игра? 

5. Какое условие решения матричной игры 2 n  в смешанных стра-

тегиях? Какое условие решения матричной игры 2m  в смешанных стра-

тегиях? 

6. Как решить парную матричную игру симплексным методом? 

 

Упражнения 
 

47.1. Упростить платежную матрицу и найти решение матричной 

игры: 

а)

3 1 4 5

4 3 5 7
;

2 1 3 3

5 5 4 3

A   б) 

2 3 1 4

4 3 4 5
;

3 2 1 4

5 4 1 6

A  в) 

4 1 3 2

4 2 4 3
;

5 2 4 4

1 4 7 5

A  

 

г) 

1 2 1 2

2 2 3 3
;

0 1 2 3

5 1 2 3

A   д) 

1 4 2 0

0 3 1 1
;

2 5 2 1

3 4 1 2

A  е) 

1 1 2 2

2 3 3 4
.

0 2 1 3

5 2 3 5

A  

 

47.2. Лицо, принимающее решение, проводит анализ внедрения двух 

бизнес-проектов компании. Прибыль компании в зависимости от принятия 

соответствующей стратегии конкурента компании задана матрицей  
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8 2 8 9 1
.

10 7 3 1 5
P  

 

Решить заданную матричную игру графически и аналитически.  

47.3. Для отопления помещения необходимо закупить топливо. За-

траты топлива и цена на него зависят от состояния погоды в зимний пери-

од, который представлен матрицей  
 

2 4 6 8 3
.

10 0 5 7 9
P  

 

Решить заданную матричную игру графически и аналитически.  

 47.4. Предприятие изготавливает три вида продукции и получает 

прибыль, которая зависит от спроса на продукцию (повышенный спрос, 

нормальный, умеренный, низкий). Элементы приведенной матрицы харак-

теризуют прибыль отдельного вида продукции в зависимости от состояния 

спроса.   
 

7 6 7 5

6 7 9 8 .

5 8 4 6

A  

 

Решить заданную матричную игру.  

 

 

48. Многокритериальные задачи в менеджменте 

 

48.1. Характеристика многокритериальных оптимизационных задач 

 

На практике часто требуется найти экстремальные значения не-

скольких экономических показателей. В этом случае математическая 

модель имеет несколько целевых функций, причем некоторые из них ис-

следуются на максимум, а другие – на минимум. Поэтому ставится зада-

ча отыскания такого компромиссного (субоптимального) решения моде-

ли, в котором значения всех рассматриваемых экономических показате-

лей были бы приближены к экстремальным.  
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Поиск компромиссного решения относится к многокритериальным 

задачам оценки оптимальности. 

 Концепции, на которых строятся многокритериальные модели, яв-

ляются важными в теории управления. Во многих примерах экономиче-

ских задач осуществляется поиск нескольких целей (критериев), среди 

которых достаточно сложно выделить одну. Например, в задаче плани-

рования с долгосрочными целями есть: максимизация прибыли, макси-

мизация доли рынка на конец планового периода, максимизация основ-

ного капитала на конец планового периода. Такие цели не поддаются не-

посредственному сравнению или комбинированию. Безусловно, это кон-

фликтующие цели, послабление требований к одной цели ведет к воз-

можности получить лучшие результаты по другой.  

 Обозначим i -й частный критерий через XFi , где X  – допустимое 

решение, а область допустимых решений – через Q.  

 Если  учесть, что   изменением знака функции всегда можно свести 

задачу минимизации к  задаче максимизации, то задачу многокритери-

альной оптимизации можно сформулировать следующим образом:  

 

max,...,, 21 XFXFXFXF m ,  (48.1) 

 

    .QX       (48.2)  

 

Вектор QX
*

 называется эффективным (оптимальным по Па-

рето) решением многокритериальной задачи, если не существует тако-

го вектора QX , что  

 

,,1,
*

miXFXF ii     (48.3) 

 

причем хотя бы для одного значения i  имеет место строгое неравенст-

во.  

 Множество допустимых решений, для которых невозможно одно-

временно улучшить все частные показатели эффективности (то есть 

улучшить хотя бы один из них, не ухудшая остальных), принято назы-

вать областью Парето, или областью компромиссов, а принадлежа-

щие ей решения – эффективными, или  оптимальными по Парето.  

      



 376 

48.2. Методы многокритериальной оптимизации управленческих 

решений 

 

 В настоящее время разработано несколько подходов к многоцеле-

вому моделированию (многокритериального принятия решения). Среди 

них использование теории полезности, поиск Парето-оптимума с по-

мощью многокритериального линейного программирования, аналитиче-

ский иерархический процесс (разработан Т. Саати) и целевое програм-

мирование (предложенное А. Чансом и В. Купером).  

Целевое программирование можно рассматривать как эвристиче-

ский подход для многоцелевых моделей на основе концепции линейного 

программирования. В общем случае целевое программирование ис-

пользуется для линейных моделей. Иногда его рассматривают как по-

пытку математической интерпретации понятия удовлетворения. Этот 

термин был введен Х. Саймоном, чтобы охарактеризовать ситуацию по-

иска не оптимального, а «достаточно хорошего» решения. То есть, когда 

необходимо привести несколько целей одновременно хотя бы к мини-

мально удовлетворительному уровню.  

Многокритериальные задачи математически недостаточно разра-

ботаны и для практической деятельности решаются следующими спосо-

бами: 

1. Производится ранжирование показателей, т. е. расположение их 

в порядке значимости, важности. Затем приступают к поиску решения, 

оптимального по наиболее важному из них. Задавшись допустимой ве-

личиной изменения первого критерия, ищут решение по второму крите-

рию, наилучшему в полученной области, и т. д. Порядок значимости и 

допустимые диапазоны выбирают, исходя из сущности проблемы. 

2. Построение единого (интегрального) показателя эффективности 

посредством суммирования произведений имеющихся показателей на 

«весовые» коэффициенты (коэффициенты важности показателей). 

3. Превращение всех целевых функций, кроме одной, в ограниче-

ния. 
 

 Рассмотрим математическую модель экономической задачи, в ко-

торой две целевые функции и система линейных ограничений.  

Найдем компромиссное решение по двум показателям, один из ко-

торых требует отыскания максимума, а другой – минимума: 
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,max
1

1

n

j
jjxcF   ,min

1
2

n

j
jjxdF  

,,1,,1,0,
1 1

minjxbxa
n

j

m

i
jijij  

где  21, FF  – значения целевых функций (экономические показатели), 

для упрощения записи опущены обозначения аргумента;  

 ijjij bdca ,,,  – коэффициенты;  

 jx  – переменные. 

 

Решим задачу по каждому показателю в отдельности и найдем оп-

тимальные значения min2max1 , FF . 

Проделав преобразования над целевыми функциями, получим ма-

тематическую модель для отыскания компромиссного решения задачи с 

двумя целевыми функциями: 
 

minxW n 1 , 

,,1,,1,0

,

,

,

1

min21min2
1

max11max1
1

minjx

bxa

FxFxd

FxFxc

j

n

j
ijij

n

n

j
jj

n

n

j
jj

 

 

где  W  – целевая функция;  

1nx  – наибольшее относительное значение экономических показа-

телей. 
 

Математическая модель будет аналогичной в случае получения 

компромиссных решений задач, имеющих три целевые функции и более. 

 

Пример 48.1. Фирма выпускает два вида изделий по цене 2 ден. 

ед. и 3 ден. ед. соответственно. По результатам маркетинговых иссле-

дований спрос на изделия второго вида не менее 1 тыс. ед. в год. Для 
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производства изделий используются материалы А и В, запасы которых 

на фирме составляют 18 и 15 т соответственно. Для изготовления 1 тыс. 

изделий норма расхода материала А для изделий 1-го вида составляет 

3 т, а для изделий 2-го вида – 5 т.  

Для изготовления 1 тыс. изделий материала В расходуется: для 

изделий 1-го вида – 5 т, для изделий 2-го вида – 3 т. Себестоимость из-

делий 1-го вида – 1 ден. ед., а 2-го вида – 2 ден. ед. 

Найти оптимальное решение по производству изделий 1-го и 2-го 

видов, чтобы прибыль и количество выпускаемых изделий были макси-

мальными, себестоимость минимальной. 

Решение.  

Обозначим: 1x  – количество изделий 1-го вида, тыс. ед.; 2x  – коли-

чество изделий 2-го вида, тыс. ед.  

Математическая модель задачи будет иметь вид: 
 

max,211 xxF max,32 212 xxF min,2 213 xxF  
 

.x,x

,x

,xx

,xx

00

1

1535

1853

21

2

21

21

 

 

Решим задачу по каждой целевой функции в отдельности.  

Получим: ,,;,X опт 8123111  ,,;,X опт 8123112  ,;X опт 103  

 

  .0,2,063,11,125,4 min3max2max1 FFF  

 

Математическая модель задачи отыскания компромиссного реше-

ния: 

min3xW , 
 

.0,0,0,1

,1535

,1853

,222

,063,11063,1132

,125,4125,4

3212

21

21

321

321

321

xxxx

xx

xx

xxx

xxx

xxx
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Решая задачу на компьютере (например, в среде MS Excel с по-

мощью опции «Поиск решения»), получим 1071 ;,Xкомпр . 

Таким образом, фирме целесообразно выпускать 1,07 тыс. изде-

лий 1-го вида и 1 тыс. изделий 2-го вида. 

 

Вопросы для самодиагностики 
 

1. Что называется многокритериальной задачей? 

2. Привести примеры многокритериальных задач в экономике. 

3. Какие способы решения многокритериальных задач? 

 

Упражнения 

 

Составить математическую модель отыскания компромиссного 

решения и найти его: 

 48.1.  max,2 211 xxF  min4 212 xxF   

.0,0,33

,4

,1

,62

2121

21

1

21

xxxx

xx

x

xx
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