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   Тема 12. Інтегральне числення. Невласні інтеграли 

  

До важливого типу визначених інтегралів належать невласні 

інтеграли, які пропонуються на розгляд в цій роботі. 

Існування визначеного інтеграла вимагає обмеженості підінтег-

ральної функції на скінченому інтервалі. Якщо хоча б одна з цих умов  не 

виконується, то маємо  інтеграли, які називаються невласними інтегра-

лами першого роду, якщо інтервал інтегрування нескінченний, і другого 

роду, якщо функція на інтервалі необмежена. При геометричному 

тлумаченні визначеного інтеграла можна говорити про площу 

криволінійної трапеції з нескінченною основою або з нескінченною висо-

тою. У деяких випадках такі трапеції можуть мати скінчену площу, тоді 

відповідні невласні інтеграли мають і практичне  застосування.   

 

12.1.  Невласні інтеграли з нескінченними границями 

(першого роду) 

 

 Означення 1. Нехай функція f(x) визначена на проміжку [a,+) та 

інтегрована на будь-якому відрізку [a,b], тобто існує визначений інтеграл  

 

                   

 

за будь-якого b>a. Тоді, якщо існує скінчена границя інтеграла,  

                                                                                                                                      

                                                                                                                  (12.1)  

то його називають невласним інтегралом першого роду і позначають  

 

                                                                                                                  (12.2)                 

Таким чином, за означенням маємо, що: 
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У такому випадку кажуть, що інтеграл  існує або  збігається.  Якщо 

границя (12.1) не існує або нескінченна,то говорять, що інтеграл (12.2) не 

існує або розбігається. 

         Аналогічно інтегралу (12.2) вводиться невласний інтеграл на 

проміжку (-,b]:                                                                                              

 

                                                                                                                                 

         Як суму інтегралів видів (12.2) та (12.3) можна визначити невлас-

ний інтеграл з двома нескінченними границями, тобто 

 

                                                                                                                  (12.4)                                

                    

де c – будь-яке число за умови, що інтеграли   в правій частині (12.4) 

існують.  Якщо хоча б один з інтегралів у правій частині (12.4) не збі-

гається, то і весь інтеграл розбігається. 

 При дослідженні невласних інтегралів треба: по-перше, визначити 

збіжність або розбіжність невласного інтеграла, по-друге, обчислити 

вартість інтеграла, якщо він збігається. Іноді ці дві вимоги  можна 

об’єднати. 

 Приклад 1.  Дослідити на збіжність інтеграл 

         Розв’язання. За означенням запишемо: 

 

 

 

отже,  інтеграл збігається, тобто існує скінчена площа фігури на рис. 1. 

 

                  

                                    Рис. 1. Скінчена площа фігури      
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    Приклад 2.  Дослідити на збіжність інтеграл: sin x dx





 .  

    Розв’язання.    

  

1

b b

b b b b
sin xdx lim sin xdx lim cos x lim (cosb cos ) lim cosb



   
 

          

.  

Оскільки границя 
b
lim cosb


 не існує, то невласний інтеграл sin x dx





  є 

розбіжним. 

        Приклад 3. Дослідити збіжність інтеграл 


1

αx

dx
,
   R ─ деяке 

число. 

        Розв’язання. 

1. Якщо    1, тоді для будь-якого  b>0    

 

 

                                                                                                          

                                                                                                          

2. Якщо  = 1, то для будь-якого b>0  

 

 

 

 

 Таким чином, цей інтеграл збігається за всіх  > 1 і розбігається за 

  1. Геометричну інтерпретацію результату представлено на рис. 2. 

Для всіх кривих, що лежать вище кривої y = 
1
x
 , а також для самої цієї 

кривої не можна обчислити площу трапеції під нею, бо вона нескінченна. 

A для всіх кривих, що лежать нижче y = 
1
x
  така площа існує, і має  

залежно від   > 1 деяку вартість. 
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                                  0          1                           X      

                           Рис. 2. Геометрична інтерпретація результату  

 

 

12.2. Ознаки збіжності невласних інтегралів  

 

 Означення цієї ознаки  формулюється таким чином. Якщо функції 

f(x) та φ(x) неперервні на проміжку [a,+) і задовольняють умову             

0 f(x)  φ(x), то зі збіжності інтеграла: 

 

                                                                                                                  (12.5)                                                                                                                                      

 

випливає збіжність інтеграла: 

                                                                                                                  (12.6) 

                                                                                                                                    

 

         А з розбіжності інтеграла (12.6) випливає і розбіжність інтеграла 

(12.5).  

       

Приклад 4.  Дослідити на збіжність інтеграл 

 

 

Розв’язання. Порівняємо підінтегральну функцію                                  

 

з  функцією   на  [1;+);  зрозуміло, що 
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        Але ж інтеграл               як вже було показано (приклад 3), збігається, 

 

 бо  = 2>1. Отже, за ознакою порівняння збігається і цей інтеграл.  

    Приклад 5.  Дослідити на збіжність інтеграл: 
1

xxe dx





 .                 

         Розв’язання.  Оскільки очевидна нерівність 

1x xxe xe , х ,  при  то  

1

1

1 1 1

1 1

1

2

x x
x x x

x

x

u x; dv e dx e
xe dx xe dx e dx e

xdu dx; v e

e e e / e.

  
   



  

 
      

  

   

  
 

Отже, досліджуваний невласний інтеграл  є збіжним. 

Приклад 6.  Дослідити  на збіжність інтеграл 

 

Розв’язання.  Порівняємо підінтегральну функцію  
xln

xf
1

)(   

 

 ),(  ax  

 

 але ж інтеграл           як вже було показано, розбі-                         

   

гається, бо   = 1. Отже, за ознакою порівняння розбігається і цей інтег-

рал.  

    Приклад 7. Дослідити на збіжність інтеграл:     
4

3

1

sin x
dx.

x



                                  

    Розв’язання.   Оскільки   
4

3 3

1sin x

x x
 ,  а  

3

1

1
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x



   збігається , то на 

підставі порівняльної ознаки збігається й інтеграл
4

3

1
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 . 

         Досить часто порівняльну ознаку використовують у граничній фор-
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1) якщо для додатних  функцій  f x та  x існує скінчена границя 

                                              
 
 

(0 )
x

f x
lim k, k

x
  


,                           (12.7) 

то обидва інтеграли  
a

f x dx



 ,  
a

x dx



  збігаються одночасно; 

2)  якщо                       

                                             
 
 

(0 ),
x

f x
lim k, k

x
  


                            (12.8) 

то обидва інтеграли розбігаються одночасно.  

        Таким чином, при (0 )k  обидва інтеграли збігаються або розбі-

гаються одночасно.  Зокрема, якщо 

                     0
C

x С соnst, x
x

     ,                                   (12.9) 

то інтеграл  
a

x dx



  збігається при 1   і розбігається при 1  . 

   Приклад 8. Дослідити на збіжність інтеграл:                                      

     

        Розв’язання. Оскільки  

 

 

то в якості  а оскільки інтеграл від цієї функції збігається 

(α=3/2), та  

 

 

 

 

 

то досліджуваний інтеграл за порівняльною ознакою в граничній формі 

збігається. 

   Приклад 9. Дослідити на збіжність інтеграл:                                      

     

        Розв’язання. Оскільки  
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то в якості  а оскільки інтеграл від цієї функції розбігається 

(α=1), та  

 

 

 

 

 

то досліджуваний інтеграл за порівняльною ознакою в граничній формі 

розбігається. 

   Приклад 10. Дослідити на збіжність інтеграл:                                      

     

        Розв’язання.  Оскільки      то в якості 

 

  

 

 

отже, за порівняльною ознакою в граничній формі досліджуваний інтег-

рал збігається. 

 

12.3. Ознака  абсолютної збіжності невласних інтегралів 

першого роду 

    До цього часу  розглядали інтеграли від додатних функцій. Далі це 

обмеження не будемо враховувати.  

    Означення. Збіжний інтеграл  
a

f x dx



 називається абсолютно 

збіжним, якщо збігається інтеграл  
a

f x dx



 . У випадку, коли інтеграл 

 
a

f x dx



  збігається, а інтеграл  
a

f x dx



  розбігається,   інтеграл   
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f x dx



  називається  умовно збіжним. Слід зазначити, що зі збіжності 
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інтеграла  
a

f x dx



  випливає збіжність  інтеграла  
a

f x dx



 . Цю ознаку 

називають ознакою абсолютної збіжності. 

    Приклад 11. Дослідити на збіжність інтеграл 
2

2/

sin x
dx

x





 . 

    Розв’язання.  У цьому прикладі підінтегральна функція знакозмін-

на, оскільки sin(x) може приймати значення різних знаків як додатні, так і 

від’ємні. Застосуємо порівняльну ознаку для абсолютної величини підін-

тегральної функції використавши очевидну нерівність: 

                                                   
2 2

1sin x
.

x x
  

         Отже, інтеграл від абсолютної величини підінтегральної функції збі-

гається за порівняльною ознакою. Досліджуваний інтеграл  збігається за 

ознакою абсолютної збіжності. 

    Приклад 12. Дослідити на збіжність інтеграл 
2/

sin x
dx

x





 . 

    Розв’язання.  Припустивши, що цей інтеграл збігається, застосує-

мо до нього формулу інтегрування частинами для визначеного інтеграла: 

           
a

a a

u x v x dx u x v x u x v x dx

 


    . 

Для досліджуваного інтеграла отримаємо:                    

                2 2

22 2 2
N

// / /

sin x cos x cos x cos N cos x
dx dx lim dx

x x x N x

  


  

       .  

Оскільки 
2 2

1cos x

x x
 , а інтеграл 

2

2

1

/

dx
x





  збігається, а поза інтегральний 

член прямує до нуля то на підставі ознаки порівняння збігається і  інтег-

рал 
2

2/

cos x
dx

x





 .  Звідси випливає, що інтеграл 
2

2/

cos x
dx

x





   збігається абсо-

лютно  і, отже, збігається  початковий інтеграл 
2/

sin x
dx

x





 .  

Умовна збіжність цього інтеграла випливає із нерівності: 
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2 2 1 2sin x sin x sin x cos x
.

x x х x


    

         Унаслідок порівняльної ознаки маємо умовну  збіжність, оскільки ін-

теграл від абсолютної величини підінтегральної функції розбігається:  

2

2 2 2 2 2

1 2 2

2 2 2
/ / / / /

sin x sin x сos x dx сos x
dx dx dx dx.

x x x x x

    

    


         

Перший із інтегралів справа розбігається, а другий збігається. Таким чи-

ном, інтеграл 
2/

sin x
dx

x





  є  розбіжним. Отже, інтеграл 
2/

sin x
dx

x





  є умовно 

збіжним.      

                                   

                      12.4. Інтеграл Ейлера − Пуассона 

 

          У вивченні теорії ймовірностей часто зустрічається інтеграл  

 

 

 

який називається інтегралом Ейлера − Пуассона. Підінтегральну функ-

цію ,2

2x

ey



   графік якої наведено на рис. 3, називають нормальною 

кривою або гривою Гаусса. 
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Рис. 3. Крива Гаусса. 
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         Знайдемо числове значення цього  інтеграла. Нехай 

              

 

 

  

 

 

 

 

 

тоді площа під кривою  
2

2

2

1
x

ey






буде  

 

     

       

      12.5. Невласні інтеграли від розривних функцій (другого 

роду) 

 

 Означення.  Нехай функція f(x) визначена на проміжку [a,b). Точку  

x = b будемо називати особливою, якщо функція f(x) необмежена в будь-

якому околі цієї точки, тобто має розрив 2-го роду, але обмежена на 

будь-якому відрізку ],[ ba , що входить в [a,b]. Нехай також на такому 

відрізку ],[ ba функція f(x) інтегрована, тобто існує визначений інтег-

рал 

 

 

при будь-якому 0 , такому, що ab  . Тоді, якщо існує скінчена  

границя  

                                                                                                                                                                                             

 

то ії називають невласним  інтегралом другого роду і позначають 

 

                                                                                                                (12.12) 

(12.11),

ε

ε 




b

a
0

f(x)dxlim

.)(
b

a

dxxf

( )

b

a

f x dx



 (12.10)

2 2 2 2 2

2 2

2 2

( )

22 2 2 2

2 2

2 2

0 0 0

2 2

0

; ;
2 ( )

; 0; 2 2

2 2 2 ,

x x y x y

r r

r x

I e dx I e dx e dy e dxdy

x rcos dxdy rdrd r
d e rdr e d

y rsin

e I e dx
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 У такому випадку говорять, що інтеграл (12.12) існує або  збігаєть-

ся. Якщо ж границя (12.11) не існує або ж нескінченна, то інтеграл (12.12) 

також не існує  або  розбігається.  

 Аналогічно, якщо x = a – особлива точка розриву другого роду, 

тобто функція  f(x) необмежена в будь-якому околі цієї точки і обмежена 

на будь-якому відрізку [a+;b], то невласний інтеграл має вигляд: 

    

 

 

 Якщо існує розрив другого роду функції f(x) в середині інтервалу 

(a,b), тобто в точці c (a,b), то невласний  інтеграл на [a;b], подається у 

вигляді суми двох невласних інтегралів, розглянутих вище: 

 

  

  

 

Тоді він існує, якщо існують обидві границі в правій частині виразу: 

 

 

                                                                                                                                                                                                                                                        

 

        Нарешті, якщо обидві кінцеві точки  особливі,  і в них функція має  

розриви другого роду, то інтеграл (12.12) обчислюється так: 

 

                                                                                                                   

                                                                                                                                      

         За умови існування границь у правій частині (12.14) інтеграл (12.12) 

збігається, в протилежному випадку, якщо хоча б один з інтегралів у 

(12.14) не має границі або вона нескінченна, то інтеграл розбігається. 

 Приклад 13. Дослідити збіжність невласного інтеграла: 

 

 

 

ε

.

b b

ε 0
a a

f(x)dx lim f(x)dx




 

.)()()(  

b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf

ε

ε ε
ε

.

b c b

0 0
a a c

f(x)dx lim f(x)dx lim f(x)dx



 


    (12.13)

ε ε

ε ε
ε ε

b c b

0 0
a a c

f(x)dx lim f(x)dx lim f(x)dx.

 

 
 

    (12.14)

.
1

1

0
2

 x

dx
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Розв’язання. Підінтегральна функція необмежена в околі точки    

x= 1, тому точка x = 1 – особлива. На будь-якому відрізку ]1,0[   функ-

ція f(x) інтегрована, бо вона неперервна. Тому за означенням маємо: 

 

 

 

 

Отже, інтеграл збігається. 

 

    Приклад 14. Дослідити на збіжність інтеграл Діріхле                        

                                            
 

0

b

a

dx
, .

b x


 


    

   Розв’язання. При 0   цей інтеграл є невласним з особливістю у 

точці x b : 

   0

b b

a a

dx dx
lim

b x b x
 






 
  ; 

1  :   

 
0 0 0 0 0

b b

a a

b

a

d b xdx
lim lim lim ln b x lim ln ln b a ;

b x b x

 

    

 
         

     

при 0 ; 

1  :   

 
 

 

   

1

0 0 0

1
11

0 0

1

1
1

1
1

b b

a a

b

a

b xdx
lim lim b x dx lim

b x

b a
b a ,

lim

.


















  

  

 
 

 

 
     

 

 
    

     
   

 

при

при

 

       Отже, початковий невласний інтеграл є збіжним при 0 1   та роз-

біжним при  1  .  

        Зауваження.  Для інтеграла  
 

0

b

a

dx
,

x a


 


   за попереднім дос-

лідженням маємо також збіжність при 0 1   та розбіжність при  1  . 

ε1 ε

2 ε ε ε
0

.
1

11

20 0 0
0 0

dx dx π
lim limarcsinx limarcsin(1 ε)

2x 1 x
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Ці інтеграли надалі будуть розглядатися як еталонні інтеграли при вико-

ристанні порівняльної ознаки. 

   Сформулюємо ознаки збіжності невласних інтегралів другого роду. 

Перша з них ─ це порівняльна ознака, яка формулюється таким чином: 

    Нехай       0 f x x x a;b     , тоді:  

1)  інтеграл  
b

a

f x dx  є збіжним, якщо інтеграл  
b

a

x dx  збігається; 

      2)  інтеграл  
b

a

x dx  є розбіжним, якщо інтеграл  
b

a

f x dx  розбігається. 

    Наслідок (порівняльна ознака в граничній формі). Якщо для 

додатних  функцій  f x та  x існує скінчена границя 

                                             
 
 0

(0 )
x b

f x
lim k, k

x 
  


,                         (12.15) 

то обидва інтеграли  
b

a

f x dx ,  
b

a

x dx  збігаються або розбігаються одно-

часно.  Зокрема, якщо: 

                      
 

 1) 0 0
C

x С соnst, x b
b x


     


,               (12.16) 

то інтеграл  
b

a

x dx, а отже, й інтеграл  
b

a

f x dx  збігаються при 1   і роз-

бігається при 1;    

                     
 

 2) 0 0
C

x С соnst, x a
x a


     


,               (12.17) 

то інтеграл  
b

a

x dx,  а отже, й інтеграл  
b

a

f x dx  збігаються при 1   і роз-

бігається при 1.       

         Приклад 15. Дослідити на збіжність інтеграл   
2

1

1
dx.

ln x    

    Розв’язання. Цей інтеграл є невласним з особливістю у точці 1x  . 
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Оскільки 
1 1

1ln x x



 еквівалентні нескінченно малі функції при 1x , 

оскільки 

    

 

Інтеграл   
2

1

1

1
dx

x   розбігається, оскільки 1,   отже, інтеграл 
2

1

1
dx

ln x  

розбігається. 

    Приклад  16. Дослідити на збіжність інтеграл  

                                          
 

 
2

0

0
1

x x
dx, , .

x x 
 







                                 

. 

    Розв’язання. Припустивши збіжність цього інтеграла, запишемо 

використавши властивість адитивності: 

 

                       
     

12 2 2

0 0 11 1 1

x x x x x x
dx dx dx

x x x x x x     

 
  

 
  

   .   

         Перший доданок є невласним інтегралом другого роду з особливіс-

тю у точці 0x  : 
 

  1

2

1
( )

x
f x õ

x
x




      збігається при  
1 3

1
2 2

     . 

        Другий доданок є невласним інтегралом першого роду, тобто інтег-

ралом по нескінченному проміжку: 

  1 1

1
( )

x

x
f x õ

x x     
    збігається при 1 1 2         . 

Отже, початковий інтеграл збігається при 2 ,    де 
3

2
  . 

   Приклад  17.  Дослідити на збіжність та обчислити у випадку збіж-

ності інтеграл 

2

0

/

ln sin x dx.



  

         Розв’язання. Припустивши збіжність цього інтеграла, викорис-

таємо метод інтегрування частинами: 

.1
1

11

1

/1

01010101



xlim

/x
lim

xln

)-(x
lim

1)-/(x

xln
lim

хххх
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2

0

2

0

/
/u lnsin x; dv dx;

ln sin x dx xlnsin x
du ctgxdx; v x


 

  
 

2

0

/

х ctg x dx.



  

 

Дослідимо позаінтегральний  член 

 

2

0 0 0 0 0 0
1 0 0

х х х

х х
lim lim lim x .

tgx tgx     
            Це означає, що інтеграли 

2

0

/

ln sin x dx



    і 

2

0

/

xctgx dx



   поводять себе однаково,  тобто  обидва або 

збігаються або розбігаються одночасно. У випадку збіжності  їх  значення 

співпадають.   Дослідимо на збіжність інтеграл 

2

0

/

xctgx dx



 .      

        Оскільки 

2 2

0 0

/ /

xctgx dx x / tgx dx,

 

     а   
0 0

1
х

х
lim ,

tgx 


  то підінтег-

ральна функція f(x)=х/tgx  має усувний розрив у  точці   х=0, отже цей ін-

теграл збігається. Звідси робимо висновок, що збігається також інтеграл  

2

0

/

ln sin x dx



 ,  причому 

2 2

0 0

/ /

ln sin x dx xctgx dx.

 

    Для обчислення  почат-

кового інтеграла здійснимо заміну змінної, поклавши  х=2t, dx=2dt.  Внас-

лідок заміни маємо:                      

             

2 4 4 4

0 0 0 0

2 2 2 2

/ / / /

ln sin x dx ln dt lnsintdt lncostdt

   

        

         Для останнього інтеграла використаємо заміну змінної  

 

2

2 2 4

t / x; dt dx;

x / t; / ; /

    

        
 

 

2
0 0 0 0

2

0
2 2 2 1

1 1х х

/ lnsin x ctg x
xlnsin x ( / )lnsin( / ) lim ( / )ln lim

/ x ( / x )   


       





                                                                                    20 

4 4 4

0 2 0

2 2 2 2 2 2 2

/ / /

/

ln / lnsintdt lnsintdt ln / lnsintdt

  



           

2 2 2

4 0 0

2 2 2 2 2 2

/ / /

/

lnsintdt ln / lnsintdt lnsin хdх ln / .

  



          

    Приклад  18.  Обчислити  інтеграл 
0

хln sin x dx.



  

         Розв’язання. Припустивши збіжність цього інтеграла, використає-

мо його адитивність:  

2

0 0 2

2 0 2

0 2 0

2 0

/

/

/ /

/

х t; dx dt;
хln sin x dx хln sin x dx хln sin x dx

t x; / ;

хlnsin xdx ( t )ln sintdt хlnsin xdx

  



 



    
   

       

     

  

  

 

2 2 2 2

0 0 0 0

/ / / /

( x )lnsin xdx хlnsin xdx lnsin xdx хlnsin xdx

   

           

2

2

0

2 2 2 2

/

lnsin xdx ( ln / ) ln / .



        

    Приклад  19.  Обчислити  інтеграл 

2

0

/

хctgx dx.



  

         Розв’язання.  Оскільки  

2 2

0 0

2 2

/ /

хctgx dx lnsin x dx ln / .

 

      

         Приклад  20.  Обчислити  інтеграл  

1

0

arcsin x
dx.

x  

         Розв’язання.  Оскільки 

 

  

1 2

0 0

2 2
0 2

/arcsin x t; x sintarcsin x
dx t ctgt dt ln / .

dx costdt; ; /x  
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         Приклад  21.  Обчислити  інтеграл  

1

2
0 1

ln x
dx.

x
  

             

         Розв’язання.  Оскільки 

     

  

1 2

22
0 0

2

0

1 0 21

2 2

/

/

sin x t; dt cos xdxln x ln sint cost
dx dt

costx cost; ; /x

ln sint dt ln / .

 





  
  

    

  

 



 

 

    Приклад  22.  Обчислити  інтеграл  

1

2

0

1

1

ln( x )
dx.

х



  

         Розв’язання.                      

  

1 42

2 2
20 0

22

1
1 1

111
1 0 4

/

dx sint
x tgt; t arctg x; dt ; ln( )

ln( x ) dtx costdx
õ cos t

x ; ; /
cos tcos t

 

   
 

  


    
   

 

4 4

0 0

4 4 4 4

0 0 0 0

2 4

2
2 4

8

/ /

/ / / /

( ln(sint cost ) lncost )dt ln sin( / t )dt

ln
lncostdt ln dt ln sin( / t )dt lncostdt

 

   

      


       

 

   
 

4 4

0 0

0 4 4 4

4 0 0 0

4 2 2
4

4 0 8

2 2

8 8

/ /

/ / /

/

/ t / z; ln
lnsin( / t )dt lncostdt

dt dz; / ;

ln ln
lncos zdz lncostdt lncos zdz lncostdt .

 

 

  



     
      

    

 
     

 

   
 

 

х
2 
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        Приклад 23. Дослідити на збіжність та обчислити у випадку збіжнос- 

ті інтеграл   2 2

0

0
ln x

dx , a .
х a




  

   Розв’язання.  Припустивши збіжність досліджуваного інтеграла, 

застосуємо його адитивність 

                                 

1

2 2 2 2 2 2

0 0 1

ln x ln x ln x
dx dx dx.

х a х a х a

 

 
      

        Перший із інтегралів праворуч є невласний інтеграл  другого  роду, 

другий – невласний інтеграл першого роду. У першому інтегралі  х= 0  є  

точкою розриву. Дослідимо цей інтеграл на збіжність. Нехай 1>λ>0, тоді 

 
 

1

2 2 12 20 0 0 0 0 0

2
0 0

1 1 1

1
0

x x x

x

x

ln x ln x õ
x , lim lim lim

õ a õ a xx a õ

lim x .
a

ln x
lim



       



 



 
      

    

   




Î äæå, ï ðè 1> > 0  ³í òåãðàë çá³ãàº òüñÿ. Äî ñë³äèì î  í à 

çá³æí ³ñòü äðóãèé ³ç ³í òåãðàë³â. Í åõàé 2 > >1,
 2 2

2 2 1

2 2 2 2 2 2 12x x x x

x a õ

õ ln x õ ln x õ
lim lim lim lim

õ a x õ a x ( )x





  
   




 
     

     

  

2

0
2x

х
lim .




 

 
   Одже,  і другий із інтегралів праворуч збігається, та-

ким чином, досліджуваний інтеграл збігається. Знайдемо його чисельне 

значення: 

 

2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

1

2 2 2 2

0 0 0 0

1

2 2 2

1 0 1

0

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 2 1 1

x atln x lnat lna lnt lna
dx a dt dt dt

dx adtõ a a t a a t a t

lnt lna lnt lna lnt
dt dt dt arctgt dt

a t a t a t a a t

lnt lna lnt lnt
dt dt

a t a a t a t

   

  

 



 
    

   

     
   


   

  

   

   

 
2

1

1 0

dz
t ; dt ;

dt z z

; . 
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1 1

2 2

0 0

1 1

2 1 1 2

lna lnt ln z lna
dt dt .

a a t a z a

 
   

               

              Приклад 24. Oбчислити  інтеграл   

2

0

/

tgx dx.



  

    Розв’язання.  Припустивши  збіжність  досліджуваного інтеграла, 

застосуємо його адитивність 

2 2
2 2

2

4

0 04

0 22 2 2

4 4 2
2

0 0 0
4 2

2

1

22
10

01

1

1 1
1

1 1
2 2 (1 )

1 11 1
1

1

2 2

/ dttgx z ; x arctg z ;
z ; dz ;z dz

tgx dx t tzdz
zdx ; ;

; .z

z u;
zdt

dt zt t zdz dz dz du;
t z z

z
t z ;

du
du ar

u

 

 

  







 
  

   
     

  

 




        
 

 
     

 


 

   


1 2

2 2 22 2 2

u
ctg .





    
    

 

         Приклад 25. Дослідити на збіжність інтеграл 
0

sin x
dx.

x



  

    Розв’язання.  Цей інтеграл відомий як інтегральний сінус. Припус-

тивши, що цей інтеграл збігається, застосуємо його адитивність:  

                                 

2

0 0 2

/

/

sin x sin x sin x
dx dx dx.

x x x

  



            

         Перший із цих інтегралів праворуч є невласний інтеграл другого ро-

ду, а другий ‒ є невласний інтеграл першого роду.  Збіжність другого ін-

теграла була встановлена в прикладі 12.  Умовна  збіжність  випливає із  

нерівності: 

                              

2 2 1 2sin x sin x sin x cos x
.

x x х x
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        Унаслідок порівняльної ознаки другий із інтегралів праворуч збігає-

ться умовно:  

2

2 2 2 2 2

1 2 2

2 2 2
/ / / / /

sin x sin x сos x dx сos x
dx dx dx dx.

x x x x x

    

    


         

         Оскільки    
0 0

1
x

sin x
lim ,

x 
  то в точці розриву х=0 маємо усувний роз-

рив, одже, і другий із інтегралів праворуч збігається. Таким чином,  дос-

ліджуваний інтеграл збігається. 

    Приклад 26. Дослідити на збіжність інтеграл 2

0

sin( x )dx.



  

    Розв’язання.  Цей інтеграл відомий як інтеграл  Френеля.  Припус-

тивши, що цей інтеграл збігається, застосуємо до нього адитивність:  

                        

2

2 2 2

0 0 2

/

/

sin( x )dx sin( x )dx sin( x )dx.

  



     

До отриманого співвідношення використаємо заміну змінної: 

       

2
2

2

0 0 2

2

2 2
2

/

/

x t; xdx dt;
sin( t ) sin( t )

sin( x )dx .dt
x t ; dx t t

t

  



 

  
     

        Перший із цих інтегралів праворуч є невласний інтеграл другого ро-

ду, а другий ‒ є невласний інтеграл першого роду.  Для першого інтегра-

ла від необмеженої функції в точці t=0 маємо усувний розрив: 

                 
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1
1 0 0

2 22t t t t

sint sint t sint
lim lim lim lim t .

tt t t       
      

        Одже, цей інтеграл збігається. Для встановлення збіжності другого 

інтеграла використаємо інтегрування частинами (припустивши його збіж- 

ність):                   

3 2 3 2

2 2 2

3 2

2

1

4 42 2

2

/ /

/ / /

/

/

u ; dv sintdt;
sin( t )dt cost cos( t )dt cos( t )dtt

.
t tdtt t

du ; v cost
t
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        Оскільки, позаінтегральний член в указаних межах звертається до 

нуля. Отриманий же інтеграл збігається абсолютно за порівняльною оз-

накою, оскільки: 

                                                      3 2 3 2

1
/ /

cost
.

t t
  

         Таким чином, інтеграл Френеля збігається. Аналогічно можна вста-

новити збіжність подібного інтеграла: 

2

0

сos( x )dx.



  

   Приклад 27. Дослідити на збіжність та обчислити у випадку збіжнос-

ті інтеграл   

2005

2 2005

0
1 1 )

x dx
.

( х )( х



   

   Розв’язання. Припустивши збіжність досліджуваного інтеграла, зас- 

тосуємо його адитивність 

                                 

12005 2005 2005

2 2005 2 2005 2 2005

0 0 1
(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )

x dx x dx x dx
.

х х х х х х

 

 
          

   Перший  із  інтегралів  праворуч є звичайний визначений  інтеграл,  

другий – невласний інтеграл першого роду.  Дослідимо цей інтеграл на 

збіжність. Нехай   

 
 

2005

2 22 2 2005 2005

1 1
: 1

1 1 )(1 1x

x
x , lim ,

х xх / x / х х

 
   
  
 

 отже, інтеграл 

збігається. Для обчислення цього інтеграла використаємо заміну змінної:  

   

12005 2005 2005 2

2 2005 2 2005 2 2005

0 0 1

1 12005 20052005 2

2 2005 2 2005 2 2005

0 0
2 2005

1

1(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )
1 0

1 1(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1
(1 )(1 )

dt
x ; dx

x dx x dx x dx t t

õ õ õ õ õ õ
t ; ;

x

dt
x dx x dx dtt t

õ õ õ õ t t

t t

 

    

   
     

  

   
     

 

  

 
0 1

1 0
)
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1 1 1 12005 2005

2 2005 2 2005 2 2005 2

0 0 0 0

1

0 4

( 1)

(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )

.

x dx dx x dx dx

õ õ x x õ õ õ

arctg x 



    

      



   
            

   Приклад 28. Дослідити на збіжність та обчислити у випадку збіжнос-

ті інтеграл   

2

0
1

x dx
.

cos x



  

    Розв’язання.  Маємо невласний інтеграл другого роду з особливіс-

тю в точці х=0. Дослідимо характер цієї особливості: 

2 2 2

2
0 0 0 0 0 02

2
1

2 2
2 4

x x x

x x x
lim lim lim ,

x xсosx
sin

     
  


 

отже, маємо усувний розрив, таким чином, досліджуваний інтеграл збі-

гається. Для обчислення інтеграла використаємо метод інтегрування 

частинами: 

2

22 2 2 2

0 0 02
0 0

2

0 0

; = ;

2
2

1
2

2 2 2; -
2

2 ; ;
2

2 8 8 4 2
2 2

x x

/

dx
u x dv

x
sinx dx x dx õ õ

lim lim
x x xcos x

sin tg tgx
du = 2xdx v = ctg

x t dx = 2dt
x ln

xctg dx t ctgt dt ln .
= 0; =

2


 

 

  

 



     





     

 

 

    

    Приклад 29. Обчислити  інтеграл        

                        
0

1 1
;

1 1

dx
, R .

x x x 
   


 

  
  

  

    Розв’язання.  Маємо невласний інтеграл першого та другого роду 

з особливістю в точці х=0. Припустимо, що цей інтеграл збігається. Для 

обчислення розкладемо доданки підінтегральної функції  на складові: 

                 
1 1 1 1

;
(1 ) 1 (1 ) 1

α-1 -1

β

õ x
.

x õ x x x õ x x



  
   

   
 



                                                                                    27 

Таким чином, підінтегральна функція має вигляд: 

1 1 1 1

(1 ) (1 ) 1 1 1 1

α-1 -1 -1 α-1

β β

õ x x õ
.

x õ x õ x x x x x x

 

   
      

     
 

 

Підставивши отримане співвідношення в досліджуваний інтеграл, отри-

маємо: 

   
 

 

1

1

0 0
0 0

11 1
1 1 0

1 1 1

/
-1 α-1

/αα

xx dx õ dx
ln x ln x ln ,

x x x




 

  

 
 



     

  
   

оскільки 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1

1 1
0 0

1 1

1 1
0 0

1 1
0

1 1

1 1
0

1 1

/ /

/ /
x x

/ /

/ /
x x

х x x
lim ln lim ln ,

х x x

x x x
lim ln lim ln ,

x x x

 
 

 
 

 
 

 
 

 

   

  

  

 
 

 

 
 

 

при > 0, > 0.

при 0, 0.

 

Таким чином, при αβ>0     
0

1 1
0

1 1α

dx
.

x x x


 

  
  

  

    Приклад 30. Обчислити  інтеграл        

                        

1

2 2 2
1 ( ) 1

dx
, .

х х
  

  
  

     

    Розв’язання.  Маємо невласний інтеграл  другого роду з особли- 

вістю в точках х= -1 та х=1. Оскільки 

1 22 2 2 2 21 0 1 0

1 22 2 2 2 21 0 1 0

1 1 1 1
:
(1 )( ) (1 )(1 ) ( ) (1 ) ( 1) 2

1 1 1 1
:

(1 )( ) (1 )(1 ) ( ) (1 ) ( 1) 2

/
x x

/
x x

lim lim ,
xx х х x х

lim lim ,
xx х х x х

  

  

   

   

 
     

 
     

 

 

інтеграл збігається.  Враховуючи збіжність інтеграла і парність підінтег-

ральної функції та використавши заміну змінної, отримаємо: 
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1 1 2

2 22 2 2 2 2 2
1 0 0

; = ;
2

); = ;( ) 1 ( ) 1

/x sint t arcsin x
dx dx dt

sin tdx costdt 0õ õ õ õ   







   
   

  =
2

2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0

2 2

2 2 2 2 2 2
0

2 2 2
( 1) ) ( 1) 1)

2 2 2 1

1 1) 1) 1

/ / /

/

dt
d tgt d tgtcos t

tg t tg t tg t tg t tg t

d tgt tgt
arctg .

tg t



   

  

        

  



   
      


  

      

  


/ 2
=

0

 

           

         Зауваження. Можна α покладати різні значення більші за одиницю і 

отримувати різні інтеграли та їх значення. 

    Приклад 31. Обчислити  інтеграл        

                        

1

2 2 2
1 ( ) 1

dx
.

х х  
  

    Розв’язання.  Маємо невласний інтеграл  другого роду з особли- 

вістю в точках х= -1 та х=1. Оскільки 

1 22 2 2 2 21 0 1 0

1 22 2 2 2 21 0 1 0

1 1 1 1
:
(1 )( ) (1 )(1 ) ( ) (1 ) ( 1) 2

1 1 1 1
:

(1 )( ) (1 )(1 ) ( ) (1 ) ( 1) 2

/
x x

/
x x

lim lim ,
xx х х x х

lim lim ,
xx х х x х

  

  

   

   

 
     

 
     

 

 

інтеграл  збігається.   Ураховуючи збіжність  інтеграла і парність підінтег-

ральної функції та використавши заміну змінної, отримаємо: 

 

1 1 2

2 22 2 2 2 2 2
1 0 0

; = ;
2

); = ;( ) 1 ( ) 1

/x sint t arcsin x
dx dx dt

π
sin tdx costdt 0 =õ õ õ õ

2
  







   
   

  

2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0

2 2

2 2 2

2
2 2

( 1) + ) + +1

2 +1 2 1
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tg t tg t tg t tg t
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/ 2
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        Зауваження. Можна α покладати різні значення  і отримувати різні 

інтеграли та їх значення.  

   Приклад 32. Обчислити  інтеграл       

2

2

2 1
+

2

xe dx
.

х

 

  
 
 

                      

   Розв’язання.  Маємо невласний інтеграл  першого роду. Припус-

тивши  збіжність інтеграла розглянемо відповідний невизначений інтег-

рал: 
2

2 2 2

2

2

2

2 2
2

2 2 2

2

1
; = + ;

( 2 ) 1 2 2
+

2 21 1 2 1 1
+ ( 2 ) + = ; = +

2 2 2 2

x

x x x

x

e
u dv d х

e dx e х dx e х
d х

х x
х х х du e dx v х
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2 2 2
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1 1 1 12
1 1 12 2

2 2 2

x x
x x

х
e e

e dx e d
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1 2 2
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x
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e ex

e dх e
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хdu xe dx v

x

e х хe
e dх e dх e dх.

х х х х х



 
 



 
  

 
  

      
  


     

  



  

 

Знайшовши первісну, перейдемо до обчислення визначеного інтеграла: 
2 2 2

2

2 2 2

2 20 0
0

4
2 4 4 2

2 1 21 1
+ +

2 2

x x x
xe dx e dx хe

e dх .
х

х х

    




 
     

   
   
   

    

         При обчисленні використали числове значення інтеграла Пуассона, 

який широко застосовується в задачах теорії ймовірності.  

    Приклад 33. Дослідити на збіжність та обчислити  інтеграл:        

                                      
 2 2

0

0
+1

m

m

x arctgxdx
, m .

х
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         Розв’язання.  Маємо невласний інтеграл  першого роду. Oскільки:  

  22 2
2 2

2 2

( ) =
1 2+1 (1 )

m m

mm
m

m

x arctgx x arctgx
f x ,

хх х
х







 


 

за порівняльною ознакою при m>0  досліджуваний інтеграл збігається. 

Для обчислення цього інтеграла використаємо  його адитивність: 
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11 1 1

2 2 2 2 2

0 0 0

;

2 2( 1)+1 +1 +1( +1)

mm m

m m m

t zt arctgtdt t dz
dt

mt t zm t dt dz



 

 
    


        

 

 
2

1

02( 1) 2( 1) 4 8( 1)
arctgz .

m m m

   
   

  
 

            Зауваження. При m=1 обчислений інтеграл набуває вигляду: 

                                                                

 

2

4

0
16+1

xarctgxdx
.

х




  

 

12.6. Застосування невласних інтегралів у задачах теорії 

ймовірності  

 

    Невласні інтеграли першого та другого роду широко використовую-

ться в задачах теорії ймовірності,  а саме при обчисленні  чисельних  ха-
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рактеристик неперервної випадкової величини, заданої на всій числовій 

осі. До основних чисельних характеристик належать математичне споді-

вання, дисперсія та середнє квадратичне відхилення. Їх формули мають 

вигляд: 

2 2( ) ( ) ; ( ) = ( ) ( ); ( ) ( )М х х f x dx D x х f x dx M x х D x .
 

 

         

    Приклад 34. Знайти чисельні характеристики неперервної випадко-

вої величини, заданої диференціальною функцією розподілу (закон арк- 

сінуса):        

                        
2 2

( )
c

f ( x ) a x a .
a x

   


 

         Розв’язання.  Перш за все, знайдемо значення параметра с, при 

якому f(x)  може бути диференціальною функцією розподілу. Для цього 

використаємо умову нормування диференціальної функції розподілу: 

                                                                  
2 2

1
сdx

.
a х








  

 

        Маємо невласний інтеграл  другого роду, з особливістю в точках 

х a.   Оскільки: 

                     1 22 2

1
/

c c c
f ( x ) ( x ) ,

( a x )a x a xa х
     

 
 

 

то у вказаних точках досліджуваний інтеграл збігається (α = 1/2). 

 

2 2 2 2 2 2
0

2 2

0
2 2 2 1

2

1
( ) 0

a a

a

a

a

aсdx сdx сdx x
сarcsin c

aa х a х a х

xdx
с . M x .

a х

  

 








    
  

   
  

  


 

 

Математичне сподівання дорівнює нулю, оскільки інтеграл від непарної 

функції в симетричних межах дорівнює нулю. 
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        Інтегральна функція розподілу має вигляд:                                  

2 2 2 2

( ) ;

1 1 1 1
( )

2

1 1
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2

( )

x x

a

x

a
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dx dx x x
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a
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2 2
2 2

; ( ) = ( )
2 2

/ / / /
a a cos t a a a t a

sin tdt dt dt cos tdt sin t

a a
x D x .

     


      
     

 

   
 

    Приклад 35. Знайти значення параметра с, чисельні характеристи-

ки  неперервної  випадкової величини, заданої  диференціальною функ-

цією розподілу (закон Коші):        

                        2
( )

1

c
f ( x ) , x .

х
    


 

         Розв’язання.  Маємо невласний інтеграл  першого роду. Оскільки: 

                                      2 2
2

2

11
1

c c c
f ( x ) ( x ) ,

х х
х

х

    
  

 
 

 

то досліджуваний інтеграл збігається (α = 2). Перш за все, знайдемо зна- 

чення параметра с, при якому f(x)  може бути диференціальною 

функцією розподілу.  Для цього використаємо умову нормування  

диференціальної  функції розподілу:   

                                                                   

                    2

1
1

1 2 2

сdx
сarctgx c c с .

х









    
          

   
      

      

         Інтегральна функція розподілу має вигляд: 



                                                                                    33 

                             

22 2

1 1 1 1
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1 2

1 1

2

x x
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F x arctg x arctg x
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x
arctg .
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         Математичне сподівання та дисперсія не існують, оскільки відпо-

відні інтеграли розбігаються: 

 

2 2
2

2

1
( ) ( ) ( ) 1

1(1 ) (1 )
1

xdx x x
M x , f x x , .
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1 1x x
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D x M x lim f x lim .
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   Приклад 36. Знайти інтегральну функцію розподілу, чисельні харак-

рактеристики неперервної випадкової величини,  заданої  диференціаль-

ною  функцією розподілу (показниковий закон):        

                        
0 0;

0 0x

, x
f ( x )

e , x , . 


 

 
  

         Розв’язання.  Інтегральна функція розподілу має вигляд: 

                             

0
0

( ) = 1

x x

x x x xx
F x e dx e dx e e .     



        

         Математичне сподівання, дисперсія та середнє квадратичне відхи-

лення: 
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    Приклад 37. Знайти  значення параметра с, інтегральну функцію 

розподілу, чисельні характеристики неперервної випадкової величини, 

заданої диференціальною функцією розподілу (закон Лапласа):        

                                    ( 0).
õ

f ( x ) ce ,





   

         Розв’язання.  Перш за все, знайдемо значення параметра  с,  при  

якому f(x)  може бути диференціальною функцією розподілу. Для цього, 

припустивши збіжність відповідного інтеграла,  використаємо умову нор-

мування диференціальної функції розподілу:    
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Інтегральна функція розподілу має вигляд: 
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        Математичне сподівання, дисперсія та середнє квадратичне відхи-

лення: 
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Запитання до самодіагностики 

 

1. Що означає термін "невласні інтеграли першого роду"? 

2. Який вигляд має інтеграл Діріхле?  

3. Наведіть формулювання порівняльної ознаки.            

4. Наведіть формулювання ознаки абсолютної збіжності. 

5. Як використовуються невласні інтеграли першого роду  в задачах 

теорії ймовірності та математичної статистики.   

 



                                                                                    36 

6. Що означає термін "невласні інтеграли другого  роду"?  

7. Який вигляд має інтеграл Діріхле для невласних інтегралів 

другого роду? 

8. Наведіть порівняльну ознаку для невласних інтегралів другого 

роду.   

9. Що означає ознака  абсолютної збіжності для невласних 

інтегралів другого роду? 

10. Наведіть інтеграл Пуассона та покажіть його використання в 

задачах теорії ймовірності і математичної статистики. 

 

 

 

Завдання до самостійної роботи 

 

 

Обчислити  невласні інтеграли (або встановити їх розбіжність):  

 

1.1. 
23

1

1
dx

x x



 .   1.2. 
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1
1

x
dx

x



 .   1.3. 
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1

9
dx
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 .   1.4. 
 1

1

1
dx

x x



 .  

1.5. 
 

1

0

1

1
dx

x x
 .   1.6. 

 

2

1

1

2
dx

x x .     1.7. 
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ln x dx
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9
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dx

x
 . 

1.9.
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1 1
cos dx
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5
9
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dx.

x
    1.11.

2

6

1 1
sin dx.

x x
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3

е

dx
.

хln x



  

 

Дослідити невласні інтеграли на збіжність: 
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dx
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dx
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2.5.
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