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ÒÀ ÍÀÄÏÐÎÂ²ÄÍÈÕ ÊÎÒÓØÎÊ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçðîáëåíî ôîðìàë³çì Ëàãðàíæà, ùî äàº çìîãó çíàõîäèòè ìàãí³òíó ïî-
òåíö³àëüíó åíåðã³þ âçàºìîä³¿ â ñèñòåì³, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç êîòóøîê ³íäóêòèâíîñò³
ç ïîñò³éíèì ìàãí³òíèì ïîòîêîì (íàäïðîâ³äí³ êîòóøêè) òà ïîñò³éíèì ñòðóìîì (ïîñò³éí³
ìàãí³òè). Â ÿâíîìó âèãëÿä³ îòðèìàíî ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ ìàãí³òíî¿ ñèñòåìè, ÿêà ñêëà-
äàºòüñÿ ç íàäïðîâ³äíèõ êîòóøîê ³ ïîñò³éíèõ ìàãí³ò³â, ùî äàº çìîãó ïðîâåñòè ïîâíå
äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ ð³âíîâàãè òà ðóõó â òàêèõ ìàãí³òíèõ ñèñòåìàõ. Âêàçàíî ðîáîòè,
â ÿêèõ çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä ìîæå áóòè êîðèñíèì äëÿ ìîäåëþâàííÿ ê³áåðô³çè÷íèõ àáî
òåõí³÷íèõ ñèñòåì ìàãí³òíî¿ ëåâ³òàö³¿.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: åëåêòðîìåõàí³÷í³ ñèñòåìè, öèêë³÷í³ êîîðäèíàòè, ìåòîä Ðàóñà, ôîðìàë³çì
Ëàãðàíæà, ñò³éê³ñòü.

ÂÑÒÓÏ

¥ðóíòóþ÷èñü íà äîñë³äæåííÿõ íàóêîâèõ ïóáë³êàö³é, àâòîðè ðîáîòè [1] íàâåëè
çàãàëüíèé ôåíîìåíîëîã³÷íèé ï³äõ³ä äî âèçíà÷åííÿ ñèë ìàãí³òíî¿ âçàºìîä³¿.
Ó ö³é ðîáîò³ óâåäåíî ïîíÿòòÿ ñèëîâèõ ôóíêö³é, åíåðã³¿ ³ êîåíåðã³¿. Ïðîòå öÿ
òåîð³ÿ íå âèçíà÷àº çì³øàí³ åëåêòðîìåõàí³÷í³ ñèñòåìè, ÿê³ ì³ñòÿòü ïîñò³éí³
ìàãí³òè ³ íàäïðîâ³äí³ êîòóøêè.

Äëÿ îòðèìàííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ìàãí³òíî¿ âçàºìîä³¿ ìîäåëþâàòèìåìî
íàäïðîâ³äí³ êîòóøêè ÷åðåç ³äåàëüíî ïðîâ³äí³ êîðîòêîçàìêíåí³ êîíòóðè,
à ïîñò³éí³ ìàãí³òè — ÷åðåç êîíòóðè ç ïîñò³éíèì ñòðóìîì. Òàê³ åëåêòðîìåõàí³÷í³
ñèñòåìè ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ð³âíÿíü äëÿ êâàç³ñòàö³îíàðíèõ ëàíöþã³â.
Ïðîòå ñàìå òàê³ ìîäåë³ ìàþòü îñîáëèâîñò³, ÿê³ íåäîñòàòíüî âðàõîâóþòüñÿ íàÿâ-
íèì âàð³àíòîì ôîðìàë³çìó Ëàãðàíæà. Ìîäåëü ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ îïè-
ñó âçàºìîä³¿ ì³æ äæåðåëàìè ïîëÿ, ðîçòàøîâàíèìè íà äåÿêîìó â³ääàëåíí³.

ÊÂÀÇ²ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÅ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß

Ó ìåæàõ êâàç³ñòàö³îíàðíîãî íàáëèæåííÿ äëÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ ³íäóêî-
âàí³ ïîòîêè, ïîâ’ÿçàí³ ç ãóñòèíîþ ñòðóì³â ë³í³éíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè ç
ïîñò³éíèìè êîåô³ö³ºíòàìè
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äå �i — ïîò³ê ìàãí³òíî¿ ³íäóêö³¿ ÷åðåç i-é êîíòóð ç³ ñòðóìîì I i ; Lik —
êîåô³ö³ºíò ïðîïîðö³éíîñò³ — âçàºìíà ³íäóêö³ÿ (àáî âçàºìíà ³íäóêòèâí³ñòü).

Ó ðàç³ âçàºìîä³¿ äâîõ ïðîâ³äíèê³â ç íîìåðàìè i k, êîåô³ö³ºíò Lik çàëåæèòü
ò³ëüêè â³ä âëàñòèâîñòåé ñåðåäîâèùà ³ âçàºìíîãî ðîçòàøóâàííÿ êîíòóð³â:
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Çà çàêîíîì Îìà äëÿ ëàíöþãà çì³ííîãî ñòðóìó ç óðàõóâàííÿì (1) çíàõîäèìî
ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòðóìó I i (ñèëà ñòðóìó â êîæíîìó i-ìó êîíòóð³):
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äå Ri — åëåêòðè÷íèé îï³ð i-ãî êîíòóðó, Lik — âçàºìíà ³íäóêòèâí³ñòü i-ãî òà
k-ãî êîíòóð³â; E i — ñòîðîíí³ åëåêòðîðóø³éí³ ñèëè â i-ìó êîíòóð³.

Äëÿ ³íòåãðóâàííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ïîñò³éíèìè
êîåô³ö³ºíòàìè (3) ïîòð³áíî ìàòè ãåîìåòðè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ë³í³éíèõ êîí-
òóð³â, ÿê³ âèçíà÷àþòü Lik ³ E i . Ìàãí³òí³ ïîëÿ ïðè öüîìó âèçíà÷àþòüñÿ ³ç ð³âíÿíü
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B H, — âåêòîðè ³íäóêö³¿ òà íàïðóæåíîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ; dS dl
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, — âåê-

òîðè åëåìåíòiâ ïëîù³ òà äîâæèíè.
Äëÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ïðîâ³äíèê³â ð³âíÿííÿ êâàç³ñòàö³îíàðíîãî åëåêòðî-

ìàãí³òíîãî ïîëÿ çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç
ïîñò³éíèìè êîåô³ö³ºíòàìè.1 ²íàêøå êàæó÷è, â³ä ñèñòåìè ç íåñê³í÷åííèì ÷èñëîì
ñòóïåí³â ñâîáîäè ìîæíà ïåðåéòè äî ñèñòåìè ³ç ñê³í÷åííèì ÷èñëîì ñòóïåí³â ñâî-
áîäè, ùî ³ñòîòíî ñïðîùóº ð³øåííÿ çàäà÷³. Çîáðàæåìî åíåðã³þ ìàãí³òíîãî ïîëÿ
ñèñòåìè ë³í³éíèõ ïðîâ³äíèê³â ÷åðåç êâàäðàòè÷íó ôîðìó â³ä êâàç³ñòàö³îíàðíèõ
ñòðóì³â, äå êîåô³ö³ºíòàìè áóäóòü âçàºìí³ ³íäóêòèâíîñò³:
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Ç óðàõóâàíàíÿì (1) ìàãí³òíà åíåðã³ÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ êîíòóð³â òàêîæ ìîæå
áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿä³
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Ïðåäñòàâëåííÿ (5) âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äëÿ çàïèñó åíåðã³¿ ³äåàëüíî
ïðîâ³äíèõ êîíòóð³â. Ó ðàçi çîâí³øíüîãî ìàãí³òíîãî ïîëÿ äî åíåðã³¿ (5) äîäàºòüñÿ
âíåñîê, ÿêèé ìàº âèãëÿä


 �T Ii i i( ) ,extern � (6)

äå �i — ìàãí³òíèé ïîò³ê çîâí³øíüîãî ïîëÿ ÷åðåç i-é êîíòóð ç³ ñòðóìîì I i .
Äëÿ ðóõîìèõ ïðîâ³äíèê³â àáî òèõ, ùî çì³íþþòü ôîðìó â åëåêòðîìàãí³òíîìó
ïîë³, ºìí³ñòü, ñàìî³íäóêö³ÿ, âçàºìíà ³íäóêòèâí³ñòü òà ³íø³ âåëè÷èíè º
ôóíêö³ÿìè äåÿêèõ ïàðàìåòð³â qi , ÿê³ âèçíà÷àþòü ñèñòåìó.

Äëÿ îïèñó ñèñòåì ³ç ñê³í÷åííèì ÷èñëîì ñòóïåí³â ñâîáîäè ìîæíà âèêîðèñ-
òîâóâàòè ìåòîä Ëàãðàíæà, ÿêèé äîçâîëÿº ôîðìàëüíî ð³âíîïðàâíî âèêîðèñòîâó-
âàòè ìåõàí³÷í³ òà åëåêòðè÷í³ âåëè÷èíè. Ïàðàìåòðè q Qi i, ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê
äåÿê³ óçàãàëüíåí³ êîîðäèíàòè.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 1 91

1 Âàð³àíò ôîðìàë³çìó Ëàãðàíæà, ÿêèé ìè ðîçðîáëÿºìî, ïîâèíåí ïðèâåñòè äî ð³âíÿíü ðóõó, ùî
ìàþòü çá³ãàòèñÿ ç â³äîìèìè ð³âíÿííÿìè äëÿ êâàç³ñòàö³îíàðíèõ ëàíöþã³â, ÿê³ îòðèìàíî çà
çàêîíàìè Ê³ðõãîôà [3, ñ. 783–787; 4, ñ. 278–308].



Ï³äõ³ä Ëàãðàíæà äëÿ åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ àíàëîã³¿ âïåðøå çàïðîïîíóâàâ
Ìàêñâåëë [2].

Çàïèøåìî ìàãí³òíó åíåðã³þ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ïðîâ³äíèê³â ÿê êâàäðàòè÷-
íó ôîðìó â³ä êâàç³ñòàö³îíàðíèõ ñòðóì³â. Ó òàêîìó âèãëÿä³ âîíà â³äïîâ³äàº
ê³íåòè÷í³é åíåðã³¿. Îòæå, ìàºìî ïîâíó ê³íåòè÷íó åíåðã³þ ñèñòåìè:
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äå Qi — çàðÿä, ùî ïðîò³êàº ÷åðåç ô³êñîâàíèé ïåðåòèí i-ãî ïðîâiäíîãî êîí-
òóðà; Tmech — ìåõàí³÷íà ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ðóõó ïðîâ³äíèê³â.

Òîä³ ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ñêëàäàºòüñÿ ç åëåêòðè÷íî¿ åíåðã³¿ ïîëÿ ³ ìå-
õàí³÷íî¿ ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿:
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äå qi — ìåõàí³÷íà óçàãàëüíåíà êîîðäèíàòà, Ci — ºìí³ñòü i-ãî êîëèâàëüíîãî
êîíòóðà.

Ôóíêö³þ Ëàãðàíæà åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³
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À äèñèïàòèâíà ôóíêö³ÿ ñèñòåìè ìàº âèãëÿä
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Òàêîæ ìîæíà ââåñòè äîâ³ëüí³ çîâí³øí³ ñèëè Fextern , ÿê³ çàëåæàòü ÿê â³ä óçàãàëü-
íåíèõ êîîðäèíàò, òàê ³ â³ä ïàðàìåòð³â, ÿê³ íå íàëåæàòü äî ðîçãëÿäóâàíî¿ ñèñòåìè.

Ð³âíÿííÿ Ëàãðàíæà ç îãëÿäó íà çàçíà÷åíå âèùå ìàþòü âèãëÿä
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Çà â³äñóòíîñò³ äèñèïàö³¿ åíåðã³¿ òà ºìíîñò³ â êîíòóð³ ô³çè÷íà íàî÷í³ñòü
çì³ííèõ òèïó çàðÿä âòðà÷àºòüñÿ, îñêiëüêè äëÿ öüîãî âèïàäêó â³äïîâ³äíà êîîðäè-
íàòà ñòàº öèêë³÷íîþ. Âîäíî÷àñ çáåð³ãàºòüñÿ ìàãí³òíèé ïîò³ê, ùî â³äïîâ³äàº óçà-
ãàëüíåíîìó ³ìïóëüñó. Ñàìå òàêà ñèòóàö³ÿ âèíèêàº ï³ä ÷àñ îïèñó ³äåàëüíî
ïðîâ³äíîãî êîëèâàëüíîãî êîíòóðà. Öå ïðèçâîäèòü äî íåîáõ³äíîñò³ ïîñë³äîâíîãî
âèëó÷åííÿ öèêë³÷íèõ çì³ííèõ çà ìåòîäîì Ðàóñà.

Îñîáëèâó óâàãó ïðèä³ëÿþòü êîíòóðàì ç ³äåàëüíèì äæåðåëîì ñòðóìó — ìî-
äåëÿì ïîñò³éíîãî ìàãí³òó â ìåæàõ êâàç³ñòàö³îíàðíîãî íàáëèæåííÿ ë³í³éíèõ
ïðîâ³äíèê³â. Öåé âèïàäîê íå íàëåæèòü äî â³äîìèõ âàð³àíò³â ôîðìàë³çìó Ëàãðàí-
æà, ÿê³ îïèñàíî â ðîáîòàõ [1–4].

Äàë³ ïîêàæåìî, ÿê ³ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìàë³çìó Ëàãðàíæà ìîæíà âèð³øèòè
çàçíà÷åí³ ïðîáëåìè. Ôîðìàë³çì Ëàãðàíæà íàäàº çðó÷íèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò
äëÿ çíàõîäæåííÿ ñèë, ìîìåíò³â ñèë, ÿê³ ä³þòü íà êîíòóð ó ìàãí³òíîìó ïîë³. Óçà-
ãàëüíåíà ñèëà ìàº âèãëÿä
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äå q — ìåõàí³÷íà óçàãàëüíåíà êîîðäèíàòà.
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Äëÿ äèôåðåíö³þâàííÿ çà ìåõàí³÷íîþ óçàãàëüíåíîþ êîîðäèíàòîþ ââàæàòè-
ìåìî ñòðóìè ïîñò³éíèìè. Öå ôîðìàëüíî äîêëàäíî ïîÿñíþºòüñÿ â ðîáîò³
[4, ñ. 175–176].

Ó ðàç³ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó îäíîãî ç äâîõ âçàºìîä³þ÷èõ êîíòóð³â ùîäî äðó-
ãîãî ôîðìóëó (10) ìîæíà áåçïîñåðåäíüî îòðèìàòè ³ç çàêîíó Àìïåðà äëÿ ñèëè,
ÿêà ä³º ì³æ ë³í³éíèìè ïðîâ³äíèêàìè ç³ ñòðóìàìè. Çàãàëüíîâ³äîìà ôîðìóëà ñèëè
âçàºìîä³¿ ì³æ äâîìà ñòðóìàìè I1 òà I 2 :
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q
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1 2

12 . (11)

Òàêèì ÷èíîì, âèðàç (11) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïåðåâ³ðêè ôîðìóëè ïî-
òåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè.

Ïîíÿòòÿ êâàç³ñòàö³îíàðíî¿ òåîð³¿: êîåô³ö³ºíòè ñàìî³íäóêö³¿, âçàºìíî¿ ³íäóê-
òèâíîñò³ òà ïîò³ê ìàþòü ì³ñöå òàê ñàìî äëÿ áàãàòîçâ’ÿçíèõ íàäïðîâ³äíèõ ò³ë ÿê
äëÿ ë³í³éíèõ ïðîâ³äíèê³â, òàê ³ äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó áàãàòîçâ’ÿçíèõ ò³ë.

Äëÿ íàäïðîâ³äíèõ ò³ë áóäü-ÿêîãî ñòóïåíÿ çâ’ÿçíîñò³ âèêîíóþòüñÿ
ñï³ââ³äíîøåííÿ [4, ñ. 222]

L Iik

k

k i
e

i� � �� �( )
0 ,

äå �i
e( ) — ïîò³ê çîâí³øíüîãî ïîëÿ ÷åðåç i-é êîíòóð; �i0 — ñóìàðíèé ïîò³ê

÷åðåç ïîâåðõíþ.

Äëÿ îäíîãî íàäïðîâ³äíîãî ê³ëüöÿ â çîâí³øíüîìó ìàãí³òíîìó ïîë³ ìàºìî

LI e� � 
� �const 0 .

ÏÎÒÅÍÖ²ÀËÜÍÀ ÅÍÅÐÃ²ß ÂÇÀªÌÎÄ²¯ ÏÎÑÒ²ÉÍÈÕ ÌÀÃÍ²Ò²Â
² ÍÀÄÏÐÎÂ²ÄÍÈÕ ÊÎÒÓØÎÊ

ßê áóëî çàçíà÷åíî, äëÿ äîñë³äæåííÿ âçàºìîä³¿ íà äåÿê³é â³äñòàí³ ïîñò³éíèé
ìàãí³ò ìîæå áóòè ïðîìîäåëüîâàíèé êîòóøêîþ ³íäóêòèâíîñò³ ç ïîñò³éíèì
ñòðóìîì. Ó êîíòåêñò³ åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ àíàëîã³¿ âèìîãó ñòàëîñò³ ñòðóìó ïðè-
ðîäíî îïèñàòè äåÿêîþ ðåàêö³ºþ çâ’ÿçêó. Âèêîðèñòîâóþ÷è ï³äõ³ä Ëàãðàíæà
ùîäî îïèñó òàêî¿ ñèñòåìè, ïîòð³áíî âðàõîâóâàòè çâ’ÿçêè öüîãî òèïó äëÿ
âèëó÷åííÿ çàëåæíèõ çì³ííèõ.

Íàÿâí³ñòü ó ñèñòåì³ ³äåàëüíî ïðîâ³äíèõ êîíòóð³â ïðèçâîäèòü äî
öèêë³÷íîñò³ â³äïîâ³äíî¿ åëåêòðè÷íî¿ êîîðäèíàòè. Ïðîòå â³äïîâ³äí³ öèêë³÷íèì
êîîðäèíàòàì øâèäêîñò³ çàëåæàòü â³ä ÷àñó ³ ÿâíî ïðèñóòí³ â áàçîâèõ ñï³ââ³äíî-
øåííÿõ ³ñíóþ÷îãî ëàãðàíæåâîãî ôîðìàë³çìó [3, ñ. 783–787].

Çàãàëüíèé ï³äõ³ä äî âèâåäåííÿ ð³âíÿíü Ëàãðàíæà â íåçàëåæíèõ êîîðäèíà-
òàõ [5, c. 47–66] ïåðåäáà÷àº, ïî-ïåðøå, âèðàç ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ÷åðåç íåçàëåæí³
çì³íí³, ïî-äðóãå, ïðîºêòóâàííÿ ñèë íà ïðîñò³ð, îáìåæåíèé çâ’ÿçêàìè (â³äïîâ³äí³
ïðîºêö³¿ Qi íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèìè ñèëàìè). Ð³âíÿííÿ Ëàãðàíæà ìàþòü âè-
ãëÿä [5, c. 49]

d

dt

T

q

T

q
Q

i i
i

�

�

�

�
��

�

�
�� �

�

�
�

�
. (12)

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ç n êîíòóð³â, ÿê³ ïðîíóìåðóºìî ìàëèìè ë³òåðàìè ëàòè-
íñüêîãî àëôàâ³òó i j k l n, , , , ...,�1 . Ç íèõ � êîíòóð³â ³äåàëüíî ïðîâ³äí³, à n � � êîí-
òóð³â ³ç ñòðóìîì ìàþòü ïîñò³éíó âåëè÷èíó. Êîíòóðè ïåðøîãî òèïó áóäåìî íó-
ìåðóâàòè ìàëèìè ë³òåðàìè ãðåöüêîãî àëôàâ³òó � � � �, , , ...,�1 , à êîíòóðè äðóãî-
ãî òèïó — ïåðøèìè ìàëèìè ë³òåðàìè ëàòèíñüêîãî àëôàâ³òó a b c n, , ( ), ...,� �� 1 .
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Ïîçíà÷èìî q� çàðÿä, ùî ïðîò³êàº ÷åðåç ô³êñîâàíèé ïåðåòèí ³äåàëüíî

ïðîâ³äíîãî êîíòóðà, òîáòî q I dt� �� � , à ÷åðåç qa — àíàëîã³÷íó âåëè÷èíó äëÿ

êîíòóðà ³ç ñòðóìîì ïîñò³éíî¿ âåëè÷èíè, òîáòî q I dt I ta a a� �� .

Ìåõàí³÷íèé ðóõ êîòóøîê áåç óðàõóâàííÿ ìàãí³òíî¿ âçàºìîä³¿, òîáòî äëÿ
íóëüîâèõ òîê³â, îïèñóþòü íàáîðîì íåçàëåæíèõ çì³ííèõ X I , äå âåëèê³ ëàòèíñüê³
ë³òåðè ìàþòü çíà÷åííÿ I J K L M, , , , ...,�1 .

Ó âèçíà÷åíèõ çì³ííèõ ïîâíà ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ñèñòåìè ìàº âèãëÿä

T T Te m� � ,

äå Tm — ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ìåõàí³÷íîãî ðóõó êîòóøîê, ÿêà çàëåæèòü â³ä X òà
dX /dt, à Te — åëåêòðè÷íà ñêëàäîâà åíåðã³¿. Óìîâè ñòàëîñò³ ñòðóìó â êîòóø-
êàõ ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê ãîëîíîìí³ çâ’ÿçêè, ÿê³ çàëåæàòü â³ä ÷àñó:

q I ta a� � . (13)

Çà ïðèïóùåííÿì ôóíêö³ÿ T X Xm ( , � ) âæå âèðàæåíà â íåçàëåæíèõ çì³ííèõ

Ëàãðàíæà, òîìó âñ³ ïîäàëüø³ ïåðåòâîðåííÿ áóäóòü ñòîñóâàòèñÿ ëèøå Te . Çàïè-
øåìî åíåðã³þ Te â íåçàëåæíèõ çì³ííèõ X , q� , dq� /dt, âèêîðèñòîâóþ÷è çâ’ÿç-
êè (13):

T L q q L q I L I Ie a

a

a ab

a b

a b� � �� � �
1

2

1

2
��

� �
� � �

�
�

, , ,

� � � . (14)

Ç îãëÿäó íà ïîä³ë êîíòóð³â íà äâà òèïè ìàòðèöÿ ³íäóêòèâíîñòåé Lik ðîçáè-
âàºòüñÿ íà ÷îòèðè áëîêè. Òàêèì ÷èíîì, L� � — êâàäðàòíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ
³íäóêòèâíîñòåé ³äåàëüíî ïðîâ³äíèõ êîíòóð³â, Lab — êâàäðàòíà ñèìåòðè÷íà ìàò-
ðèöÿ ³íäóêòèâíîñòåé êîíòóð³â ³ç çàäàíèì ñòðóìîì, L a� — ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ
³íäóêòèâíîñòåé, ÿêà îïèñóº âçàºìîä³þ êîíòóð³â ð³çíîãî òèïó ³ â³äïîâ³äàº ïðàâî-
ìó âåðõíüîìó áëîêó âèõ³äíî¿ ìàòðèö³ ³íäóêòèâíîñòåé. Âåëè÷èíè I a íå º äè-
íàì³÷íèìè çì³ííèìè, à ÿâëÿþòü ñîáîþ ïàðàìåòðè çâ’ÿçê³â (13).

Ð³âíÿííÿ Ëàãðàíæà (12) òàêîæ ïîä³ëÿºòüñÿ íà äâ³ ãðóïè ð³âíÿíü â³äíîñòíî
êîîðäèíàò (åëåêòðè÷í³ q� äëÿ ³äåàëüíî ïðîâ³äíèõ êîíòóð³â òà ìåõàí³÷í³ qm

äëÿ âñ³õ êîíòóð³â); ó òîé æå ÷àñ êîîðäèíàòè êîíòóð³â ³ç ñòðóìîì ïîñò³éíî¿ âåëè-
÷èíè qa âæå âèëó÷åí³ çà äîïîìîãîþ çâ’ÿçê³â (13):

d

dt

T

q

T

q
Q
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�

�
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��
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,

� �
� (15)

d

dt

T

q

T

q
Q

m m
m

�

�

�
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��
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�� �

�
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�

�
. (16)

Ó ð³âíÿíí³ (15) óçàãàëüíåíà ñèëà Q� çá³ãàºòüñÿ ç âèõ³äíîþ ñèëîþ, ùî ä³º
íà êîíòóð. Îñê³ëüêè â ð³âíÿííÿõ Ê³ðõãîôà äëÿ ³äåàëüíî ïðîâ³äíèõ êîíòóð³â îï³ð
òà åëåêòðîðóø³éíà ñèëà äîð³âíþþòü íóëþ, òî â ð³âíÿíí³ (15) ìàºìî Q� � 0.

Â (16) óçàãàëüíåí³ ñèëè Qm º âèõ³äíèìè ñèëàìè, îñê³ëüêè ìåõàí³÷í³ çì³íí³
íå âèêîðèñòîâóþòü ó ïðîºêòóâàíí³. ×åðåç òå, ùî äëÿ íóëüîâèõ ñòðóì³â ìå-
õàí³÷íà ñèëà äîð³âíþº ïîõ³äí³é ç³ çíàêîì ì³íóñ çà ìåõàí³÷íîþ êîîðäèíàòîþ â³ä
ïîòåíö³àëó íååëåêòðîìàãí³òíîãî ïîõîäæåííÿ, îòðèìóºìî

Q d dXm I� � � / .

Ñèëà åëåêòðîìàãí³òíî¿ ïðèðîäè îïèñóºòüñÿ âåëè÷èíîþ �dTe/dX I ç ð³âíÿí-
íÿ (16) â³äïîâ³äíî äî ôîðìóëè äëÿ ñèëè ç òåîð³¿ êâàç³ñòàö³îíàðíèõ ëàíöþã³â.

Ó çì³ííèõ X I , dX I /dt, q� ³ dq� /dt ôóíêö³ÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàïðîïîíîâàíî¿
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ñèñòåìè ç n êîíòóð³â ìàº âèãëÿä
T Tm e� �� ,

ðàçîì ç òèì çì³íí³ q� íå íàëåæàòü äî öüîãî âèðàçó ³ òîìó º öèêë³÷íèìè.
Äëÿ âèëó÷åííÿ çì³ííèõ dq� /dt ñêîðèñòàºìîñÿ ìåòîäîì Ðàóñà

[5, c. 270– 277]. Â³äì³íí³ñòü íàøîãî âèïàäêó ïîëÿãàº â òîìó, ùî ó íàñ ê³íåòè÷íà
åíåðã³ÿ íå º êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ øâèäêîñòåé ÿê çàçíà÷åíî â ðîáîò³ [5]. Òîìó
áåçïîñåðåäíüî ñêîðèñòàòèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè, îòðèìàíèìè â ö³é ðîáîò³, íå
ìîæíà.

Çàçíà÷èìî, ùî ìåõàí³÷í³ çì³íí³ X I ³ Tm ïàñèâí³ ùîäî âèëó÷åííÿ åëåêòðè÷-
íèõ øâèäêîñòåé (ñòðóì³â) dq� /dt, à îòæå äëÿ ïîâíîãî âèëó÷åííÿ öèêë³÷íèõ êî-
îðäèíàò ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä Ðàóñà ò³ëüêè äî åëåêòðè÷íî¿ ÷àñòèíè åíåðã³¿
íàøî¿ ñèñòåìè.

Áóäåìî øóêàòè ê³íåòè÷íó åíåðã³þ â çì³ííèõ Ðàóñà p� . Ñêîðèñòàºìîñÿ (14),
ùîá â³äîáðàçèòè âñ³ �q� ÷åðåç p� :

p
T

q
L q L Ie

b

b

b�
�

��
�

� ��
�

�
� �� �

�
� . (17)

Ââàæàºìî, ùî D L� �det( )�� 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è (17), çíàõîäèìî

�q L p L Ib

b

b� ��
�

� �� �
�

�
�
�

�

�
�
�

�� �1 , (18)

äå L
��
�1 — îáåðíåíà äî L�� ìàòðèöÿ.

ßêùî íàäïðîâ³äí³ êîíòóðè â ñèñòåì³ â³äñóòí³, òî � � 0; îòæå, ó âèõ³äí³é Lik

â³äñóòí³ åëåìåíòè L�� . Öåé âàð³àíò áóäå ðîçãëÿíóòî íèæ÷å.
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

T L I Ie ab

a b

a b
( )

,

,0 1

2
� � (19)

T L q Ie a

a

a
( )

,

� ,1 � � �
�

� (20)

T L q qe
( )

,

� � ,2 1

2
� � ��

� �
� � (21)

îòæå T T T Te e e e� � �( ) ( ) ( )0 1 2 .

Ï³äñòàâëÿþ÷è (18) â (19–21), îòðèìàºìî âèðàç äëÿ Te â çì³ííèõ Ðàóñà:

T L p p L I Ie ab

a b

a b� ��� �
1

2

1

2

1
��

� �
� �

,

*

,

,

äå L L L L Lab ab a b
*

,� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�� � � � � � �
1 .

Ôóíêö³ÿ Ðàóñà ìàº âèãëÿä

R p q L L p p L I I pab

a b

a b b

b

� � � � ��� � �� � � �
� �

� � �
�

��

,

*

, ,

1

2

1

2

1 � I Tb m� �� , (22)

äå �� � � ��b bL L� �� 1 .

Iç (22) ôóíêöiÿ ( )�R â³ä³ãðàº ðîëü ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà äëÿ ìåõàí³÷íèõ êîîð-
äèíàò ³ ìàº âèãëÿä

T Vm � ,
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äå V — óçàãàëüíåíèé ïîòåíö³àë,

V L p p L I I p Iab

a b

a b b

b

b� � � ��� � �
1

2

1

2

1
��

� �
� � �

�
�

,

*

, ,

� � .

Ðîçãëÿíåìî äîâ³ëüíèé ðóõ âèõ³äíî¿ ñèñòåìè, ââàæàþ÷è, ùî â ðóñ³

p� �� �� const.

Òîä³ êîîðäèíàòè X X tI I� ( ) âèçíà÷àòèìåìî ç ð³âíÿíü

d

dt
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x

R

xi i
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�

�
,0 (23)

â ÿêèõ p� ïîòð³áíî çàì³íèòè íà �� . Ìàºìî ð³âíÿííÿ Ëàãðàíæà ç ôóíêö³ºþ
Ëàãðàíæà ó âèãëÿä³ ( )� � �R T Vm äëÿ äåÿêî¿ äîïîì³æíî¿ ñèñòåìè ç � ñòóïåíÿ-
ìè ñâîáîäè, ÿêà ìàº ê³íåòè÷íó åíåðã³þ Tm òà óçàãàëüíåíèé ñèëîâèé ïî-
òåíö³àë ó âèãëÿä³

V L L I I I t Xab

a b

a b b

b
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1
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1
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1
� �

� �
� � �
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,

*

, ,

( ,� � � � � I ). (24)

Iç piâíÿííÿ (24) âèïëèâàº, ùî óçàãàëüíåíèé ïîòåíö³àë çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä
ìåõàí³÷íèõ êîîðäèíàò. Âñ³ ³íø³ ìíîæíèêè ïîñò³éí³ àáî âíàñëiäîê íàêëàäåíèõ
çâ’ÿçê³â I a , àáî ÿê ³íòåãðàëè ðóõó p� �� � . Îòðèìàíó äîïîì³æíó ñèñòåìó íàçè-
âàþòü çâåäåíîþ.

Îòæå, çì³íà ìåõàí³÷íèõ êîîðäèíàò X I âèçíà÷àº ðóõ çâåäåíî¿ ñèñòåìè ç �

ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ç ê³íåòè÷íîþ åíåðã³ºþ Tm òà óçàãàëüíåíèì ïîòåíö³àëîì V .
Ó ðàçi âiäïîâiäíèõ ðóõiâ âèõ³äíî¿ ³ çâåäåíî¿ ñèñòåì ¿õí³ ïîâí³ åíåðã³¿ äîð³âíþòü
îäíà îäí³é.

Ï³ñëÿ çíàõîäæåííÿ ìåõàí³÷íèõ êîîðäèíàò X I çâåäåíî¿ ñèñòåìè (23)
öèêë³÷í³ êîîðäèíàòè âèõ³äíî¿ ñèñòåìè îòðèìóºìî ç ð³âíîñò³

q
R

dt�
�

��
�

�
�� �

� .

Ã. Ãåðö äîâ³â, ùî ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ êîíñåðâàòèâíî¿ ñèñòåìè çàâæäè ìîæ-
íà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ïðèõîâàíèõ ðóõ³â, òîáòî ðóõ³â, ÿê³
ñïðè÷èíÿþòü ëèøå çì³íó öèêë³÷íèõ êîîðäèíàò. Êîíöåïö³þ ùîäî ê³íåòè÷íîãî ïî-
õîäæåííÿ ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ íàçèâàþòü ïðèíöèïîì Ãåðöà [5, c. 281–285].

ÂÈÑÍÎÂÎÊ

Ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ùî äàº çìîãó çíàõîäèòè ìàãí³òíó ïîòåíö³àëü-
íó åíåðã³þ âçàºìîä³¿ â ñèñòåì³, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç êîòóøîê ³íäóêòèâíîñò³ ç
ïîñò³éíèìè ìàãí³òíèìè ïîòîêàìè òà ïîñò³éíèì ñòðóìîì (òîáòî ç ïîñò³éíèõ
ìàãí³ò³â). Äëÿ âèëó÷åííÿ öèêë³÷íèõ êîîðäèíàò âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä Ðàóñà,
ÿêèé ïåðåòâîðþº âèõ³äí³ ð³âíÿííÿ ðóõó â åêâ³âàëåíòí³ ¿ì ð³âíÿííÿ çâåäåíî¿
ñèñòåìè. Ôóíêö³ÿ Ëàãðàíæà çâåäåíî¿ ñèñòåìè çàïèñóºòüñÿ ÷åðåç ôóíêö³þ Ðàóñà
âèõ³äíî¿ ñèñòåìè. Âîäíî÷àñ ÷àñòèíà ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ âèõ³äíî¿ ñèñòåìè ïåðå-
òâîðþºòüñÿ â ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ çâåäåíî¿ ñèñòåìè.

Öåé ôàêò º ïðîÿâîì ïðèíöèïó Ãåðöà ïðî ê³íåòè÷íå ïîõîäæåííÿ ïî-
òåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿. Äîêëàäíèé àëãîðèòì çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Ðàóñà ³ ïðèíöèïó
Ãåðöà îïèñàíî â ïðàö³ [5]. Àëå îòðèìàííÿ ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà çâåäåíî¿ ñèñòåìè
â öié ðîáîòi äàíî â ïðèïóùåíí³, ùî õàðàêòåð çâ’ÿçê³â º ñêëåðîíîìíèì, òîä³ ÿê ó
íàøîìó âèïàäêó â ñèñòåì³ åëåêòðè÷í³ çâ’ÿçêè ÿâíèì ÷èíîì çàëåæàòü â³ä ÷àñó.
Òîáòî áåçïîñåðåäíüî ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòàìè ç êíèãè [5] íå ìîæíà ³ òîìó ïî-
òðiáíî âèêîíóâàòè âñ³ åòàïè çâåäåííÿ.
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Îòæå, åëåêòðè÷íà ÷àñòèíà ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ Te ïåðåéøëà â ïîòåíö³àëüíó
åíåðã³þ çâåäåíî¿ ñèñòåìè ³ç çìåíøåííÿì ÷èñëà ñòóïåí³â ñâîáîäè. Òóò åëåêòðè÷í³
ïðîöåñè ìàþòü çíà÷åííÿ ïðèõîâàíèõ ðóõ³â, òîáòî ôîðìàëüíî ìàòåìàòè÷íî
ìàãí³òíà âçàºìîä³ÿ ïîâí³ñòþ â³äïîâ³äàº ïðèíöèïó Ãåðöà. Ìàãí³òíà åíåðã³ÿ âèõ³äíî¿
ñèñòåìè çà ôîðìîþ º ê³íåòè÷íîþ, àëå ó çâåäåí³é ñèñòåì³ âîíà º ïîòåíö³àëüíîþ.

Îòðèìàíà ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà â ìàòåìàòè÷íèõ ìî-
äåëÿõ âçàºìîä³¿, ðîçãëÿíóòèõ â ðîáîòàõ [6–11]. Äëÿ ðîçïàðàëåëþâàííÿ îá÷èñ-
ëåíü ñèñòåìè ð³âíÿíü ðóõó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè êîìï’þòåðíó àðõ³òåêòóðó,
ÿêà çàïðîïîíîâàíà â [12].
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S.I. Lyashko, S.S. Zub, I.G. Yalovega, V.S. Lyashko

MATHEMATICAL MODEL OF PERMANENT MAGNETS
AND SUPERCONDUCTING COILS INTERACTION

Abstract. A Lagrangian formalism is developed, which allows finding the magnetic potential
energy of interactions in a system of superconducting inductors (coils with constant magnetic
flux) and permanent magnets (coils with direct current). The explicit form of potential energy
for a magnetic system with constant magnetic fluxes and direct currents allows the stability
analysis in such magnetic systems both at equilibrium and motion. A number of applications
are indicated, which will benefit from this approach such as modelling of cyber-physical or
technical systems of magnetic levitation.

Keywords: electromechanical systems, cyclic coordinates, Rauss method, Lagrange formalism,
stability.
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