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Ц І Л О Ч И С Л О В І  С І Т К И  Н А  П Л О Щ И Н І  

В  З А Д А Ч А Х  Д И С К Р Е Т Н О Ї  О П Т И М І З А Ц І Ї  

 

У Д К  3 3 0 . 4 6 : 5 3                                                                                                                                      С е н ч у к о в  В .  Ф .  

 

 

Р о з г л я н у т о  о р и г і н а л ь н и й  п і д х і д  д о  р о з в ' я з а н н я  з а д а ч  д и с к р е т н о ї  ( ц і л о ч и с л о -

в о ї )  о п т и м і з а ц і ї ,  я к и й  б а з у є т ь с я  н а  н у м е р а ц і ї  т о ч о к  п л о щ и н и  з  ц і л и м и  к о о р д и н а -

т а м и  –  ц і л и х  т о ч о к .  З н а й д е н о  з а  д о п о м о г о ю  ф у н к ц і ї  а н т ь є  а н а л і т и ч н и й  о п и с   

( у  з а м к н е н і й  ф о р м і )  з а л е ж н о с т і  к о о р д и н а т  ц і л о ї  т о ч к и  в і д  ї ї  н о м е р а  і  н о м е р а  ц і л о ї  

т о ч к и  в і д  ї ї  к о о р д и н а т .  

Н а  ц и х  з а с а д а х  з а п р о п о н о в а н о  у н и к н у т и  п о п е р е д н ь о г о  р о з в ' я з у в а н н я  з а д а ч і  

м а т е м а т и ч н о г о  п р о г р а м у в а н н я  з  п о с л а б л е н и м и  о б м е ж е н н я м и ,  т о б т о  б е з  у р а х у -

в а н н я  в и м о г  ц і л о ч и с л о в о с т і  з м і н н и х ,  я к  ц е  р о б и т ь с я  в  м е т о д а х  в і д т и н а н н я  і  к о м -

б і н а т о р н и х  м е т о д а х .  З н а х о д ж е н н я  о п т и м у м у  ф у н к ц і ї  ц і л і  в і д р а з у  з д і й с н е н о  н а  

м н о ж и н і  ц і л и х  т о ч о к  –  п і д м н о ж и н і  о б л а с т і  д о п у с т и м и х  з н а ч е н ь  з м і н н и х .  

 

К л ю ч о в і  с л о в а :  п о с л і д о в н і с т ь ,  н у м е р а ц і я ,  ц і л е  ч и с л о ,  ф о р м у л а ,  п а р а м е т р и ч н і  

р і в н я н н я ,  с е р і я  н у л і в  ( о д и н и ц ь ) ,  в у з о л  с і т к и ,  н о м е р  к в а д р а т а ,  ц і л ь о в а  ф у н к ц і я ,  

о п т и м у м  ( м і н і м у м ,  м а к с и м у м ) ,  м е т о д и  в і д т и н а н н я ,  к о м б і н а т о р н і  м е т о д и ,  з а д а ч і  

е к о н о м і к и .  

 

 

Ц Е Л О Ч И С Л Е Н Н Ы Е  Р Е Ш Е Т К И  Н А  П Л О С К О С Т И  

В  З А Д А Ч А Х  Д И С К Р Е Т Н О Й  О П Т И М И З А Ц И И  

 

У Д К  3 3 0 . 4 6 : 5 3                                                                                                                                      С е н ч у к о в  В .  Ф .  

 

Р а с с м о т р е н  о р и г и н а л ь н ы й  п о д х о д  к  р е ш е н и ю  з а д а ч  д и с к р е т н о й  ( ц е л о ч и с -

л е н н о й )  о п т и м и з а ц и и ,  о с н о в а н н ы й  н а  н у м е р а ц и и  т о ч е к  п л о с к о с т и  с  ц е л ы м и  

к о о р д и н а т а м и  –  ц е л ы х  т о ч е к .  Н а й д е н о  с  п о м о щ ь ю  ф у н к ц и и  а н т ь е  а н а л и т и ч е с к о е  

о п и с а н и е  ( в  з а м к н у т о й  ф о р м е )  з а в и с и м о с т и  к о о р д и н а т  ц е л о й  т о ч к и  о т  е е  н о м е р а  

и  н о м е р а  ц е л о й  т о ч к и  о т  е е  к о о р д и н а т .  

Н а  э т о й  о с н о в е  п р е д л о ж е н о  и з б е ж а т ь  п р е д в а р и т е л ь н о г о  р е ш е н и я  з а д а ч и  

м а т е м а т и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  с  о с л а б л е н н ы м и  о г р а н и ч е н и я м и ,  т о  е с т ь  б е з  

у ч е т а  т р е б о в а н и й  ц е л о ч и с л е н н о с т и  п е р е м е н н ы х ,  к а к  э т о  д е л а е т с я  в  м е т о д а х  

 

о т с е ч е н и я  и  к о м б и н а т о р н ы х  м е т о д а х .  Н а х о ж д е н и е  о п т и м у м а  ф у н к ц и и  ц е л и  с р а з у  

о с у щ е с т в л я е т с я  н а  м н о ж е с т в е  ц е л ы х  т о ч е к  –  п о д м н о ж е с т в е  о б л а с т и  д о п у с т и м ы х  

з н а ч е н и й  п е р е м е н н ы х .  

 

К л ю ч е в ы е  с л о в а :  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ,  н у м е р а ц и я ,  ц е л о е  ч и с л о ,  ф о р м у л а ,  

п а р а м е т р и ч е с к и е  у р а в н е н и я ,  с е р и я  н у л е й  ( е д и н и ц ) ,  у з е л  с е т к и ,  н о м е р  к в а д р а т а ,  
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ц е л е в а я  ф у н к ц и я ,  о п т и м у м  ( м и н и м у м ,  м а к с и м у м ) ,  м е т о д ы  о т с е ч е н и я ,  к о м б и н а т о р -

н ы е  м е т о д ы ,  з а д а ч и  э к о н о м и к и .  

 

 

I N T E G R A L  L A T T I C E S  O N  A  P L A N E   

I N  D I S C R E T E  O P T I M I Z A T I O N  P R O B L E M S  

 

J E L  C la s s i f ic a t io n :  C 2 5 ;  C 3 5                                                                                                                    V .  S e n c h u k o v  

 

A  n o v e l  a p p r o a c h  t o  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m s  o f  d i s c r e t e  ( i n t e g e r )  o p t i m i z a t i o n  b a s e d  

o n  t h e  n u m b e r i n g  o f  p o i n t s  i n  t h e  p l a n e  w i t h  i n t e g e r  c o o r d i n a t e s ,  i .  e .  l a t t i c e  p o i n t s ,  i s  

c o n s i d e r e d .  A n  a n a l y t i c a l  d e s c r i p t i o n  ( i n  t h e  c l o s e d  f o r m )  o f  t h e  w h o l e  p o i n t  c o o r d i n a t e s  

d e p e n d e n c e  o n  i t s  n u m b e r  a n d  t h e  w h o l e  p o i n t  n u m b e r  o n  i t s  c o o r d i n a t e s  w a s  f o u n d  

u s i n g  t h e  f u n c t i o n  a n t j e .  

O n  t h i s  b a s i s ,  i t  i s  p r o p o s e d  t o  a v o i d  a  p r e l i m i n a r y  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  o f  

m a t h e m a t i c a l  p r o g r a m m i n g  w i t h  w e a k  c o n s t r a i n t s ,  i .  e .  e x c l u d i n g  t h e  r e q u i r e m e n t s  o f  

i n t e g e r  v a r i a b l e s ,  a s  i n  t h e  m e t h o d s  o f  p r u n i n g  a n d  c o m b i n a t o r i a l  m e t h o d s .  F i n d i n g  t h e  

o p t i m u m  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  d i r e c t l y  o n  t h e  s e t  o f  l a t t i c e  p o i n t s  i .  e .   

a  s u b s e t  o f  t h e  d o m a i n  o f  a d m i s s i b l e  v a l u e s  o f  v a r i a b l e s .  

 

K e y w o r d s :  s e q u e n c e ,  n u m b e r i n g ,  i n t e g e r ,  f o r m u l a ,  p a r a m e t r i c  e q u a t i o n s ,  a  s e r i e s  

o f  z e r o s  ( o n e s ) ,  a  n e t w o r k  n o d e ,  t h e  n u m b e r  o f  a  s q u a r e ,  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  t h e  o p t i -

m u m  (m in im u m , m a x im u m ) , c lip p in g  m e th o d s , c o m b in a to r i a l m e th o d s , e c o n o m ic s  o b je c tiv e s . 
 

 

А н а л і т и ч н и й  о п и с  ц іл о ч и с л о в и х  с і т о к  у  Z
2

.  Б іл ь ш  

я к  п ів т о р а  с т о л іт т я  ц іл о ч и с л о в і  с іт к и  є  п р е д м е т о м  д о с л ід ж е н -

н я  р із н и х  в и д а т н и х  м а т е м а т и к ів  н а  ч о л і  з  К .  Г а у с с о м .  

С т о с о в н о  ц іє ї  т е м и  п о с т а в л е н о  р із н і  п и т а н н я ,  н а  б а г а т о   

з  я к и х  в ід п о в ід і  д а в н о  в ід о м і ,  а л е  є  п и т а н н я ,  в ід п о в ід і  н а  

я к і  н е в ід о м і  д о с і .  З а д а ч а м и  н а  с іт к а х  з а й м а в с я  і  т в о р е ц ь  

т е о р і ї  м н о ж и н  Г .  К а н т о р ;  в ін  п е р ш и й  з д ій с н и в  н у м е р а ц ію  

м н о ж и н и  т о ч о к  п е р ш о г о  к в а д р а н т а  п л о щ и н и  з  ц іл и м и  

к о о р д и н а т а м и  [ 1 ] .  ( Ц я  н у м е р а ц ія  з а с т о с о в у в а л а с я  н и м   

у  п р о ц е с і  д о в е д е н н я  з л іч е н н о с т і  м н о ж и н и  р а ц іо н а л ь н и х  

ч и с е л . )  У  д а н ій  р о б о т і  п р о п о н у є т ь с я  о п и с  н а  а н а л іт и ч н о м у  

р ів н і  ц іл о ч и с л о в и х  с іт о к  з  д о в іл ь н и м и  ц іл и м и  к о о р д и н а -

т а м и  ї ї  т о ч о к .  П р о  т а к у  н у м е р а ц ію  з г а д у є т ь с я  в  р о б о т і  [ 2 ]  

В .  С е р п ін с ь к о г о ,  а л е  ї ї  а н а л іт и ч н е  з о б р а ж е н н я  н е  н а в е д е -

н е .  І н ш і  н а у к о в і  р о б о т и  з  ц ь о г о  п и т а н н я  а в т о р о в і  н е в ід о м і .  

Р о з г л я н е м о  д е я к і  п о п е р е д н і  в ід о м о с т і .  Н е х а й  е л е -

м е н т а м и  ч и с л о в о ї  п о с л ід о в н о с т і  { na } ,  д е  )(nfan ,  є  н у л і   

й  о д и н и ц і . С т а ц іо н а р н у  с к ін ч е н н у  п о с л ід о в н іс т ь  ( к о р т е ж ) ,  

с к л а д е н у  з  н у л ів  ( о д и н и ц ь ) ,  я к а  в  { na }  п е р е д у є  о д и н и ц і  

( н у л ю ) а б о  р о з т а ш о в а н а  м іж  о д и н и ц я м и  ( н у л я м и ) ,  н а з в е м о  

с е р і є ю  н у л і в  ( о д и н и ц ь ) .  ( П о н я т т я  " с е р ія "  у з а г а л ь н ю є т ь с я  

н а  б у д ь - я к і  ц іл і  ч и с л а  a  –  е л е м е н т и  к о р т е ж у . )   

О д н и м  із  д ж е р е л  п о б у д о в и  н е с к ін ч е н н и х  п о с л і -

д о в н о с т е й  ( д а л і  –  п о с л ід о в н о с т е й ) ,  щ о  м іс т я т ь  с е р і ї  н у л ів  

і  о д и н и ц ь ,  є  с п ів в ід н о ш е н н я :   

 

 

)(

)(

парне

непарне

mnn

mnnnn

2,0

12,1

22

1
m N  ( 1 )  

 

і  й о г о  у з а г а л ь н е н н я :  
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( 2 )  

д е  с и м в о л   о з н а ч а є  в з я т т я  ц іл о ї  ч а с т и н и  ч и с л а  ( ф у н к ц ію  

а н т ь є ) ;   

)(n  –  д е я к а  ф у н к ц ія  н а т у р а л ь н о г о  а р г у м е н т у ;  

cba ,,  –  с т а л і  із  N  а б о  Z ;  

21  –  д р о б о в а  ч а с т и н а  ч и с л а ,  я к е  в и з н а ч а є т ь с я  

д л я  к о ж н о г о  n  в и р а з о м ,  щ о  с т о ї т ь  п ід  з н а к о м  ф у н к ц і ї  

а н т ь є  у  з м е н ш у в а н о м у  ( в ід ' є м н и к у )  л ів о ї  ч а с т и н и  с п ів в ід -

н о ш е н н я  ( 2 ) .  

 

З а л е ж н о  в ід  з а к о н у   і  в и б о р у  п а р а м е т р ів  cba ,,  

о т р и м у є м о  т і  ч и  ін ш і  с е р і ї  н у л ів  і  о д и н и ц ь .  Н а п р и к л а д ,  я к -

щ о  в з я т и : 5,0,1,3)( cbann , т о  о т р и м а є м о  п о с л і д о в -

н іс т ь ,  у  я к о ї  п е р ш а  с е р ія  н у л ів  д в о е л е м е н т н а ,  ін ш і  –  ч о т и -

р и е л е м е н т н і ,  а  с е р і ї  о д и н и ц ь  о д н о е л е м е н т н і :  

5

3

5

13 nn
an ]4/)1[(,0

25,1

mmn

mn
: ...,1,0,0,0,0,1,0,0

 m N . 

 

У м о в а - п о с л ід о в н іс т ь  ]4/)1[(mmn ,  я к а  в и -

з н а ч а є  н о м е р и  n  д л я  с е р ій  н у л ів ,  є  ін в е р с іє ю  п о -

с л ід о в н о с т і    25mn : 25m ]4/)1[(mm ,      т о б т о   

}25{ m ]}4/)1[({ mm }{m ,  д е   –  с и м в о л  л о г іч н о ї  

с у м и  ( д и з ' ю н к ц і ї )  п о с л ід о в н о с т е й  [ 3 ] .  Н а  в ід м ін у  в ід  у м о в и  

25mn ,  я к а  н е  є  к о н с т р у к т и в н о ю ,  у м о в а  25mn  
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д о з в о л я є  в ід р а з у  в с т а н о в и т и  н о м е р и  n  д л я  с е р ій  н у л ів .  

З а п р о п о н о в а н и й  п ід х ід  д о  а н а л іт и ч н о г о  о п и с у  п о с л і -

д о в н о с т е й  із  с е р ія м и  н у л ів  і  о д и н и ц ь  д а є  з м о г у  з д ій с н и т и  

н у м е р а ц ію  в с іх  т о ч о к  п р я м о к у т н о ї  д е к а р т о в о ї  п л о щ и н и , я к і  

м а ю т ь  ц іл і  к о о р д и н а т и  ( н у м е р а ц і я  т о ч о к  –  ц е  в з а є м н о  

о д н о з н а ч н а  в ід п о в ід н іс т ь  –  б іє к ц ія  –  м іж  м н о ж и н о ю  т о ч о к  

п л о щ и н и  з  ц іл и м и  к о о р д и н а т а м и  і  м н о ж и н о ю  н а т у р а л ь н и х  

ч и с е л ) .  

Д а л і  п е р е й д е м о  д о  в с т а н о в л е н н я  з а л е ж н о с т і  к о о р -

д и н а т  ц іл о ї  т о ч к и  в ід  ї ї  н о м е р а .  П ід  ц і л о ч и с л о в и м и  с і т -

к а м и  р о з у м ію т ь  с у к у п н іс т ь  т о ч о к  п л о щ и н и  ( а б о  п р о с т о р у ) ,  

к о о р д и н а т и  я к и х  у  д е я к ій  ( п р я м о л ін ій н ій )  с и с т е м і  к о о р д и -

н а т  є  ц іл и м и  ч и с л а м и .  Т а к і  с іт к и  в ід і г р а ю т ь  в а ж л и в у  р о л ь   

у  р із н и х  п и т а н н я х  к р и с т а л о г р а ф і ї ,  т е о р і ї  ф у н к ц ій ,  т е о р і ї  

ч и с е л ,  у  з а д а ч а х  о п т и м із а ц і ї .  Н у м е р а ц ію  т о ч о к  –  в у з л і в  

с і т к и  –  м о ж н а  з д ій с н и т и  р із н и м и  с п о с о б а м и  ( з а л е ж н о  в ід  

з р у ч н о с т і  ї ї  в и к о р и с т а н н я  д л я  р о з в ' я з а н н я  п о с т а в л е н о ї  

з а д а ч і ) .  Р о з г л я н е м о  о д и н  із  н и х  з і  с х е м о ю ,  з о б р а ж е н о ю  н а  

р и с .  1 ,  а  ф р а г м е н т  т а б л и ц і  в ід п о в ід н о ї  н у м е р а ц і ї  т о ч о к  

н а в е д е н о  в  т а б л и ц і .  

 

 

 

Р и с .  1 .  С х е м а  н у м е р а ц і ї  

 

Т а б л и ц я  

 

Ф р а г м е н т  т а б л и ц і  н у м е р а ц і ї  т о ч о к  

 

n  
( y,x )  yx

 S  
yx

 S  

1  2  3  4  5  6  

1  0   0  0  1  0  1  

2  0   1  1  1  - 1  3  

3  - 1   1  0  3  - 2  5  

4  - 1   0  - 1  5  - 1  5  

5  - 1   - 1  - 2  7  0  5  

6  0   - 1  - 1  7  1  5  

7  1   - 1  0  7  2  5  

8  1   0  1  7  1  7  

9  1   1  2  7  0  9  

1 0  1   2  3  7  - 1  1 1  

 

З а к ін ч е н н я  т а б л и ц і  

 

1  2  3  4  5  6  

1 1  0   2  2  9  - 2  1 3  

1 2  - 1   2  1  1 1  - 3  1 5  

1 3  - 2   2  0  1 3  - 4  1 7  

1 4  - 2   1  - 1  1 5  - 3  1 7  

1 5  - 2   0  - 2  1 7  - 2  1 7  

1 6  - 2   - 1  - 3  1 9  - 1  1 7  

 

Т о ч к и  п л о щ и н и ,  к о о р д и н а т а м и  я к и х  є  ц іл і  ч и с л а ,  

к о р о т к о  н а з и в а ю т ь  ц і л и м и  т о ч к а м и .  З а  В .  С е р п ін с ь к и м ,  

н у м е р а ц ію  ц іл и х  т о ч о к  б у д е м о  п р о в о д и т и  п о  с п ір а л і ,  

к о ж н и й  з в ій  я к о ї  с к л а д е н и й  із  в ід р із к ів  п р я м о ї ,  п о ч и н а ю ч и   

з  т о ч к и  О  і  р у х а ю ч и с ь  п о с л ід о в н о  в г о р у ,  в л ів о ,  в н и з ,  в п р а -

в о  і  т .  д .  ( д и в .  р и с .  1 ) .  

У  т а б л и ц ю  з а н е с е н і  п е р ш і  ш іс т н а д ц я т ь  т о ч о к .  Д л я  

в с т а н о в л е н н я  з в 'я з к у  м іж  н о м е р а м и  ц іл и х  т о ч о к  n  і  ї х н ім и  

к о о р д и н а т а м и  –  )(nxx ,  )(nyy  –  в в е д е м о  в  р о з г л я д  

с у м у  )( yx  і  р із н и ц ю  )( yx  к о о р д и н а т ,  і  в ід п о в ід н о  д о -

д а н к и  S )(nS  і  S )(nS ,  я к і  д о п о в н ю ю т ь  с у м у  і  р із -

н и ц ю  к о о р д и н а т  д о  н о м е р а  n :  

 

nSyx ,  nSyx .  
( 3 )  

 

В ід з н а ч и м о  д е я к і  в л а с т и в о с т і  )(nS  і  )(nS :  

1 )  я к щ о  т о ч к а  т о ч к а  ( x ,  y )  н а л е ж и т ь  б іс е к т р и с і  

xy  ( xy ) ,  т о  S  ( S )  с п ів п а д а є  з  н о м е р о м  т о ч к и :  

nS  ( nS ) ;  

2 )  н о м е р и  т о ч о к  б іс е к т р и с  є  к в а д р а т и ч н и м и  ф у н к -

ц ія м и  п а р а м е т р а  m  –  н о м е р а  т о ч к и  ( m    Z  
2
) ,  п о ч и н а ю ч и  

р а х у н о к  в ід  п о ч а т к у  к о о р д и н а т  ( с к ін ч е н н і  р із н и ц і  ц іє ї  п о с л і -

д о в н о с т і  с к л а д а ю т ь  а р и ф м е т и ч н у  п р о г р е с ію  з і  с т а л о ю  р із -

н и ц е ю ,  щ о  д о р ів н ю є  в о с ь м и ) :  

 

)0(xxy
 

 1)1)(12(2 mmS ;
 

)0(xxy
 
   1)1)(32(2 mmS ;

 

( 4 )  

 

)0(xxy     
2)12( mS ;

 

)0(xxy
 
   1)1(4 2mS .

 

 

( 5 )  

 

І з  ( 3 )  о т р и м у є м о :  

 

)(
2

1
SSnx

,
 

)(
2

1
SSy –

 

( 6 )  

 

ф о р м у л и  в и з н а ч е н н я  к о о р д и н а т  т о ч к и  ( x ,  y )  з а  ї ї  н о м е -

р о м  n ,  я к і  м о ж н а  т л у м а ч и т и  я к  п а р а м е т р и ч н і  р і в н я н н я  

)(nxx ,  )(nyy  ц іл о ч и с л о в о ї  п л о щ и н и ,  д е  р о л ь  п а р а -

м е т р а  в ід і г р а є  н о м е р  т о ч к и .  

А н а л із  с х е м и  і  т а б л и ц і  н у м е р а ц і ї  п о к а з у є , щ о  р із н и ц і  

(n)d(n),d  м іж  н а с т у п н и м  і  п о п е р е д н ім  ч л е н а м и  п о с л ід о в -

н о с т е й  S )(nS  і  S )(nS :  (n)S1)(nS(n)d  

д о р ів н ю ю т ь  н у л е в і  ( 0 )  а б о  д в о м  ( 2 ) .  

 

 

З а га л ь н і ч л е н и  п о с л ід о в н о с т е й  )(5,0 nd , )(5,0 nd  
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( і  р а з о м  з  т и м  п о с л ід о в н о с т е й  )(nS  і  )(nS )  у д а л о с я  

в с т а н о в и т и  з а  д о п о м о г о ю  ф у н к ц і ї  а н т ь є  ( д и в .  ( 1 ) ,  ( 2 ) )   

у  в и г л я д і :  

 

2

1

2

11
)(

2

1 nn
nd ;

 

4

134

4

334
)(

2

1 nn
nd .

 

( 7 )  

 

А н а л із у ю ч и  ф о р м у л и  ( 7 ) ,  о т р и м у є м о  м е ж і  с е р ій  

н у л ів  і  о д и н и ц ь  ( з а л е ж н о  в ід  з н а ч е н ь  п а р а м е т р а  m ) :  

 

m N :

 

22

22

41)12(,1

)12(1)1(4,0

2

1

mnm

mnm
d ;

 

)12(21)12(2,0

)12(21)22)(12(,1
)(

2

1

mmnmm

mmnmm
nd .

 

( 8 )  

 

Н а  о с н о в і  ( 6 ) ,  ( 7 )  з а г а л ь н і  ч л е н и  п о с л ід о в н о с т е й  

)(nS  і  )(nS  п о д а ю т ь с я  у  в и г л я д і :  

 

S )(nS 1)(
1

1

n

i

id 1
2

1

2

11
2

1

1

n

i

ii
;  

 

S )(nS 1)(
1

1

n

i

id 1
4

134

4

334
2

1

1

n

i

ii
.

 

 

К о ж н у  с у м у  в д а л о с я  " з г о р н у т и "  в  о д н у  ф о р м у л у ,  

т о б т о  п о д а т и  у  з а м к н е н о м у  в и г л я д і  д е к іл ь к о м а  с п о с о б а м и .  

З а  о д н и м  із  н и х  о т р и м у є м о :  

 

  )(nS unuun cos)1)1(( ,   ( 1 0 )  

д е  ]1[ nu .  

 

S )(nS )2/3(2/1 )( 2vvnn vcos ,   
( 1 1 )  

д е  

2

134n
v .  

 

Д л я  р о з в ' я з а н н я  з а д а ч і  о б е р т а н н я  –  в к а з а т и  н о м е р  

т о ч к и  з а  ї ї  к о о р д и н а т а м и  –  в в е д е м о  д е я к і  д о п о м іж н і  

п о н я т т я .  У с ю  с у к у п н іс т ь  ц іл и х  т о ч о к  п л о щ и н и  м о ж н а  р о з -

г л я д а т и  я к  о б ' є д н а н н я  м н о ж и н  т о ч о к  з  ц іл и м и  к о о р д и -

н а т а м и ,  я к і  л е ж а т ь  н а  с т о р о н а х  к в а д р а т ів  з  ц е н т р о м  

с и м е т р і ї  у  п о ч а т к у  к о о р д и н а т  з і  с т о р о н а м и  ( д и в .  р и с .  1 ) :  2 ,  

4 ,  6 ,  …  2 k ,  … ,  k   N .  Ч и с л о  k ,  щ о  д о р ів н ю є  п о л о в и н і  

с т о р о н и  к в а д р а т а , н а з в е м о  н о м е р о м  к в а д р а т а . Т о ч ц і (0 , 0 ) . –  

в и р о д ж е н о м у  к в а д р а т у  –  п р и п и ш е м о  н о м е р  н у л ь  ( 0 ) .  М іж  

н о м е р а м и  к в а д р а т а  і  к о о р д и н а т а м и  т о ч о к ,  я к і  н а л е ж а т ь  

й о г о  м е ж і ,  іс н у є  т іс н и й  з в ' я з о к :  |}||,max{| yxk .  З а л е ж н о  

в ід  n  н о м е р  к в а д р а т а  211nk .  

Ф о р м у л у ,  щ о  в и р а ж а є  з а л е ж н іс т ь  н о м е р а  т о ч к и  с іт -

к и  в ід  к о о р д и н а т : n  =  n  (x , y ) , в и в е д е м о , с п и р а ю ч и с ь  н а  р е з у л ь -

т а т  р о з в ' я з к у  с и с т е м и  д в о х  р ів н я н ь  ( д л я  с іт к и ,  щ о  н а  р и с .  1 ) :  

 

 

 

)(24),(),(

28),(),( 2

yxkxynyxn

kxynyxn
,  ( 1 2 )  

д е  n ( x ,  y ) ,  n ( y ,  x )  –  н о м е р и  т о ч о к ,  с и м е т р и ч н и х  в ід н о с н о  

б іс е к т р и с и  п е р ш о г о  і  т р е т ь о г о  к о о р д и н а т н и х  к у т ів :  y  =  x   

n ( x ,  y )  в ід п о в ід а є  x  ≥  y ;  

k  –  н о м е р  к в а д р а т а .  

 

П р а в і  ч а с т и н и  р ів н я н ь  –  з а к о н и ,  я к и м  п ід к о р я ю т ь с я  

в ід п о в ід н о  с у м а  і  р із н и ц я  н о м е р ів  с и м е т р и ч н и х  т о ч о к ;  в о н и  

в с т а н о в л ю ю т ь с я  д е т а л ь н и м  а н а л із о м  с х е м и  н у м е р а ц і ї .  

І з  ( 1 2 )  м а є м о :  

 

)2(14),( 2 yxkkyxn ,  

)2(14),( 2 yxkkxyn .  

( 1 3 )  

 

О б ' є д н у ю ч и  д в і  ф о р м у л и  в  о д н у ,  о с т а т о ч н о  о т р и -

м у є м о :  

 

)2)((14),( 2 yxkyxsignkyxn ,  ( 1 4 )  

д е  )(tsign  –  т а к  з в а н а  с і гн у м -ф у н к ц і я :  
0,1

0,1
)(

t

t
tsign ;  

|}||,max{| yxk  –  н о м е р  к в а д р а т а ,  ...,2,1,0k .  

 

Ф о р м у л а  ( 1 4 )  є  ф о р м у л о ю  в и з н а ч е н н я  н о м е р а  

т о ч к и  n  =  n  ( x ,  y )  з а  ї ї  к о о р д и н а т а м и  x ,  y .  

Н е с к л а д н о  п е р е к о н а т и с я ,  щ о  ї ї  з а д о в о л ь н я ю т ь  і  т о ч -

к и ,  я к і  н а л е ж а т ь  с а м ій  б іс е к т р и с і :  

 

kyx ||||   
14),(0

)12(414),(0

2

22

kyxnyx

kkkyxnyx
.

 

( 1 5 )  

 

С п р а в е д л и в іс т ь  ( 1 5 )  в и п л и в а є  із  в л а с т и в о с т е й  

( д и в .  ( 5 ) )  п о с л ід о в н о с т е й  )(),( nSSnSS  з а  у м о -

в и ,  щ о  y  =  x .  

 

З а с т о с у в а н н я  н у м е р а ц і ї  д о  д и с к р е т н о ї  о п т и м і -

з а ц і ї .  З а д а ч і  д и с к р е т н о ї  о п т и м із а ц і ї  м а ю т ь  с к ін ч е н н у  

м н о ж и н у  д о п у с т и м и х  р о з в ' я з к ів ,  я к і  т е о р е т и ч н о  м о ж н а  

п е р е б р а т и  і  в и б р а т и  н а й к р а щ и й ,  т а к и й ,  щ о  з а б е з п е ч у є  

м ін ім у м  а б о  м а к с и м у м  ц іл ь о в о ї  ф у н к ц і ї .  П р а к т и ч н о  ж  ц е  

ч а с т о  в и к л и к а є  з н а ч н і  у с к л а д н е н н я  н а в іт ь  д л я  з а д а ч  

н е в е л и к о ї  в и м ір н о с т і .  

В и м о г и  д и с к р е т н о с т і  з м ін н и х  в е л и ч и н  –  ч и с л о в и х  

х а р а к т е р и с т и к  д о с л ід ж у в а н о г о  о б ' є к т а  ( п р о ц е с у )  –  п р и т а -

м а н н і  т а к и м  п р а к т и ч н и м  з а д а ч а м  е к о н о м ік и ,  я к  в и б ір  

п о с л ід о в н о с т і  в и р о б н и ч и х  п р о ц е с ів ,  к а л е н д а р н е  п л а н у -

в а н н я  р о б о т и  п ід п р и є м с т в а ,  п л а н у в а н н я  т а  з а б е з п е ч е н н я  

м а т е р іа л ь н о - т е х н іч н о г о  п о с т а ч а н н я ,  р о з м іщ е н н я  п ід п р и -

є м с т в ,  р о з п о д іл  к а п іт а л о в к л а д е н ь ,  п л а н у в а н н я  в и к о р и с -

т а н н я  о б л а д н а н н я  т о щ о .  

Д л я  з н а х о д ж е н н я  о п т и м а л ь н и х  п л а н ів  з а д а ч  ц іл о ч и с -

л о в о г о  п р о г р а м у в а н н я  з а с т о с о в у ю т ь  д в і  г р у п и  м е т о д ів  –  

м е т о д и  в ід т и н а н н я  і  к о м б ін а т о р н і  м е т о д и  [ 4 ] .  

О с н о в о ю  м е т о д ів  в ід т и н а н н я  є  ід е я  п о с т у п о в о г о  

" з в у ж е н н я "  о б л а с т і  д о п у с т и м и х  р о з в ' я з к ів  п о с т а в л е н о ї  

з а д а ч і .  П о ш у к  ц іл о ч и с л о в о г о  о п т и м у м у  п о ч и н а є т ь с я  з  р о з -

в ' я з у в а н н я  з а д а ч і  з  т а к  з в а н и м и  п о с л а б л е н и м и  о б м е -  

( 9 )  
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ж е н н я м и ,  т о б т о  б е з  у р а х у в а н н я  в и м о г  ц іл о ч и с л о в о с т і  з м ін -  

н и х .  Д а л і  в в е д е н н я м  у  м о д е л ь  с п е ц іа л ь н и х  д о д а т к о в и х  

о б м е ж е н ь ,  щ о  в р а х о в у ю т ь  ц іл о ч и с л о в іс т ь  з м ін н и х ,  м н о г о -

к у т н и к  д о п у с т и м и х  р о з в ' я з к ів  п о с л а б л е н о ї  з а д а ч і  п о с т у -

п о в о  з м е н ш у є м о  д о т и , д о к и  з м ін н і  о п т и м а л ь н о г о  р о з в ' я з к у  

н е  н а б у д у т ь  ц іл о ч и с л о в и х  з н а ч е н ь .  Д о  ц іє ї  г р у п и  н а л е ж а т ь  

м е т о д и  р о з в ' я з а н н я  п о в н іс т ю  ц іл о ч и с л о в и х  з а д а ч  ( д р о б о -

в и й  а л г о р и т м  Г о м о р и ) ;  м е т о д и  р о з в 'я з а н н я  ч а с т к о в о  ц іл о -

ч и с л о в и х  з а д а ч  ( д р у г и й  а л г о р и т м  Г о м о р и ) .  

К о м б ін а т о р н і  м е т о д и  з в о д я т ь с я  д о  п е р е б о р у  в с іх  

д о п у с т и м и х  ц іл о ч и с л о в и х  р о з в ' я з к ів ,  о д н а к  з г ід н о  з  ї х  п р о -

ц е д у р о ю  з д ій с н ю є т ь с я  ц іл е с п р я м о в а н и й  п е р е б ір  м н о ж и н и  

ц іл о ч и с л о в и х  р о з в ' я з к ів .  Н а й п о ш и р е н іш и м  у  ц ій  г р у п і  м е -

т о д ів  є  м е т о д  г іл о к  і  м е ж .  

І д е я  з а п р о п о н о в а н о г о  п ід х о д у  д о  ц іл о ч и с л о в о ї  о п -

т и м із а ц і ї  п о л я г а є  в  т о м у ,  щ о б  н е  з д ій с н ю в а т и  р о з -

в ' я з у в а н н я  п о с л а б л е н о ї  з а д а ч і  ч и  а н а л із у - п е р е б о р у  г іл о к .  

Й о г о  о с н о в о ю  є  а н а л іт и ч н и й  о п и с  ц іл о ч и с л о в о ї  п л о щ и н и  

Z
 2

,  щ о  д о з в о л я є  у н и к н у т и  г іл к у в а н н я  д л я  п е р е х о д у  д о  

н а с т у п н о ї  ц іл о ї  т о ч к и  і  ї ї  д іа г н о с т и к и  н а  о п т и м а л ь н іс т ь .  

В ід п о в ід н и й  с п о с іб  о п т и м із а ц і ї  н а з в а н о  м е т о д о м  н а к л а -

д а н н я  ц і л о ч и с л о в о ї  с і т к и  ( Н Ц С ) .  С у т ь  м е т о д у  п о л я г а є   

в  т а к о м у :  

1 )  о п и с у є м о  м н о ж и н у  ц іл и х  т о ч о к  
cD ,  я к у  в к л ю ч а є  

в и х ід н а  о б л а с т ь  д о п у с т и м и х  з н а ч е н ь  D  ( ц е  з д ій с н ю є т ь с я  

з а  д о п о м о г о ю  ф о р м у л  ( 6 ) ,  ( 1 0 ) ,  ( 1 1 )  з г ід н о  із  з а д а н и м и  

о б м е ж е н н я м и ) ;  

2 )  о б ч и с л ю є м о  з н а ч е н н я  ц іл ь о в о ї  ф у н к ц і ї  н а  м н о -

ж и н і  
cD , і  с е р е д  н и х  –  о п т и м а л ь н е ,  а б о  п р о с у в а є м о с ь  

п о с т у п о в о  в ід  т о ч к и  з  н а й б іл ь ш и м  н о м е р о м  д о  т о ч о к   

з  м е н ш и м и  н о м е р а м и  д о  в и з н а ч е н н я  о п т и м у м у ;  

3 )  з н а х о д и м о  в ід п о в ід н и й  о п т и м а л ь н и й  п л а н  ( а б о  

п л а н и ) .  

П о к а ж е м о  р е а л із а ц ію  м е т о д у  Н Ц С  н а  іл ю с т р а т и в -

н о м у  п р и к л а д і :  

 

yxz 89 max ;
 

1892836

77284

yx

yx
;

 

0,0 yx ;  x Z ,  
y Z .  

 

Н а  р и с .  2  н а в е д е н о  г е о м е т р и ч н е  з о б р а ж е н н я  о б -

л а с т е й  D  і  
cD .  

 

 

 

Р и с .  2 .  О б л а с т ь  д о п у с т и м и х  з н а ч е н ь  

 і  ц і л о ч и с л о в а  с і т к а  

 

Р о з в ' я з а н н я  з а д а ч і  з д ій с н ю в а л о с я  в  с е р е д о в и щ і  

П П П  M a t L a b .  

 

 

С т в о р е н и й  M - ф а й л  м а є  в и г л я д :  

 

   f u n c t i o n  o x y z = O p t i m a 2 ( N )  

 

n = 1 : N ;  

u = f l o o r ( s q r t ( n - 1 ) ) ;  v = f l o o r ( ( s q r t ( 4 * n - 3 ) - 1 ) / 2 ) ;  

S p = n + ( u . * ( u + 1 ) - n + 1 ) . * c o s ( u . * p i ) ;  

S m = n + 1 / 2 + ( n - 3 / 2 - v . * ( v + 2 ) ) . * c o s ( v . * p i ) ;  

   x = n - ( S p + S m ) / 2 ;  y = ( S m - S p ) / 2 ;  %  з а л е ж н і с т ь  x  і  

y  в і д  н о м е р а  n  

f o r  i = 1 : N  

i f  x ( i ) > = 0  &  y ( i ) > = 0  &  4 * x ( i ) + 2 8 * y ( i ) < = 7 7  &  

3 6 * x ( i ) + 2 8 * y ( i ) < = 1 8 9  

    x c ( i ) = x ( i ) ; y c ( i ) = y ( i ) ;  %  н а к л а д а н н я  ц і л о ч и с -

л о в о ї  с і т к и  

e n d  

e n d  

d l = l e n g t h ( x c ) ;  

 

z o = m a x ( 9 . * x c + 8 . * y c ) ;  %  в і д ш у к а н н я  о п т и м а л ь н о г о  з н а -

ч е н н я  z ( x , y )  

d = z o - ( 9 * x c + 8 * y c ) ;  

f o r  j = 1 : d l  

i f  d ( j ) = = 0  

   x o = x c ( j ) ; y o = y c ( j ) ;  %  у с т а н о в л е н н я  о п т и м а л ь н о г о  

п л а н у  ( x o , y o )  

e n d  

e n d  

o x y z = [ x o , y o , z o ] ;  

 

П іс л я  з в е р н е н н я  д о  п р о ц е д у р и  в и д а є т ь с я  р е -

з у л ь т а т :  

 

N = 1 2 5 ;  

> >  o x y z = O p t i m a 2 ( N )  

o x y z  =  

     5     0     4 5  

 

О т ж е ,  н е  р о з в ' я з у ю ч и  п о с л а б л е н о ї  з а д а ч і  ( з  м а к с и -

м у м о м  у  т о ч ц і  )25,2;5,3(B ) ,  в ід р а з у  о т р и м у є м о  ц іл о ч и с л о -

в и й  о п т и м у м  у  т о ч ц і  )0,5(C .  

Б е з  п р и н ц и п о в и х  з м ін  м е т о д  Н Ц С  п о ш и р ю є т ь с я  н а  

н е л ін ій н і  з а д а ч і  м а т е м а т и ч н о г о  п р о г р а м у в а н н я .  

 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

 

Л і т е р а т у р а :  1 . Е р ш о в  Ю . Л . Т е о р и я  н у м е р а ц и й  /  Ю . Л . Е р ш о в .  –  

М .  :  Н а у к а , 1 9 7 7 .  –  4 1 6  с .  2 .  С е р п и н с к и й  В .  С т о  п р о с т ы х ,  н о  

о д н о в р е м е н н о  т р у д н ы х  в о п р о с о в  а р и ф м е т и к и  /  В .  С е р п и н с к и й .  –  

М .  :  У ч п е д г и з ,  1 9 6 1 .  –  7 6  с .  3 .  С е н ч у к о в  В .  Ф .  Л о г и ч е с к и е  

о п е р а ц и и  н а д  п о с л е д о в а т е л ь н о с т я м и  и  з а к о н  п р о с т ы х  ч и с е л  

/  В .  Ф .  С е н ч у к о в  / /  Д о к л .  А Н  У С С Р . С е р .  А . –  1 9 8 8 . –  №  6 . –  С . 2 0 –  

2 3 .  4 .  К у з н е ц о в  А .  В .  В ы с ш а я  м а т е м а т и к а :  М а т е м а т и ч е с к о е  

п р о г р а м м и р о в а н и е  :  у ч е б н и к  /  А .  В . К у з н е ц о в ,  В .  А .  С а к о в и ч ,  

И .  И .  Х о л о д  ;  п о д  р е д .  А .  В .  К у з н е ц о в а .  –  М н .  :  В ы ш е й ш а я  

ш к о л а ,  1 9 9 4 .  –  2 8 6  с .  

 

R e f e r e n c e s :  1 .  E r s h o v  Y u .  L .  T e o r i y a  n u m e r t s i y  [ T h e o r y  o f  E n u m e -

y  
Z  

A  

C  K  O  
x  

B  
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r a t i o n s ]  /  Y u . L . E r s h o v . –  M .  :  N a u k a ,  1 9 7 7 . –  4 1 6  p . 2 .  S e rp in s k iy  V .  

S t o  p r o s t y k h  i  o d n o v r e m e n n o  t r u d n y k h  v o p ro s o v  a r i f m e ti k i  [ H u n d re d  

S i m p l e  b u t  a t  t h e  S a m e  T i m e  D i f f i c u l t  Q u e s t i o n s  o f  A r i t h m e t i c ]  

/  V .  S e r p i n s k i y .  –  М . :  U c h p e d g i z , 1 9 6 1 . –  7 6  p . 3 . S e n c h u k o v  V .  F .  

L o g i c h e s k i e  o p e r a t s i i  n a d  p o s l e d o v a t e l n o s t y a m i  i  z a k o n  

p r o s t y k h  c h i s e l  [ L o g i c a l  O p e r a t i o n s  o n  S e q u e n c e s  a n d  t h e  l a w  o f  

P r i m e  N u m b e r s ]  /  V .  F .  S e n c h u k o v  / /  D o k l .  A N  U S S R .  S e r .  A .  –  

1 9 8 8 .  –  N o .  6 .  –  P .  2 0 – 2 3 .  4 .  K u z n e t s o v  A .  V .  V y s s h a y a  

m a te m a tik a : m a te m a tic h e s k o e  p ro g ra m m ir o v a n ie  : u c h e b n ik  / A . V . K u z -

n e ts o v ,  V .  A .  S a k o v i c h ,  I .  I .  K h o l o d  ;  p o d . r e d . A .  V . K u z n e t s o v a .  –  

M n .  :  V y s h e y s h a y a  s h k o l a ,  1 9 9 4 .  –  2 8 6  p .  

 

І н ф о р м а ц і я  п р о  а в т о р а  

 

С е н ч у к о в  В і к т о р  Ф е д о р о в и ч  –  к а н д .  ф і з . - м а т .  н а у к ,  

д о ц е н т  к а ф е д р и  в и щ о ї  м а т е м а т и к и  й  е к о н о м і к о - м а т е м а т и ч н и х  

м е т о д і в  Х а р к і в с ь к о г о  н а ц іо н а л ь н о г о  е к о н о м і ч н о г о  у н і в е р с и т е т у  

і м е н і  С е м е н а  К у з н е ц я  ( 6 1 1 6 6 ,  У к р а ї н а ,  м .  Х а р к і в ,  п р .  Л е н і н а ,  

9 - А ,  e - m a i l :  s e v i f e d @ g m a i l . c o m ) .  

 

И н ф о р м а ц и я  о б  а в т о р е  

 

С е н ч у к о в  В и к т о р  Ф е д о р о в и ч  –  к а н д .  ф и з . - м а т .  н а у к ,  

д о ц е н т  к а ф е д р ы  в ы с ш е й  м а т е м а т и к и  и  э к о н о м и к о - м а т е м а т и -

ч е с к и х  м е т о д о в  Х а р ь к о в с к о г о  н а ц и о н а л ь н о г о  э к о н о м и ч е с к о г о  

у н и в е р с и т е т а  и м е н и  С е м е н а  К у з н е ц а  ( 6 1 1 6 6 ,  У к р а и н а ,  г .  Х а р ь -

к о в ,  п р .  Л е н и н а ,  9 - А ,  e - m a i l :  s e v i f e d @ g m a i l . c o m ) .  

 

I n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  a u t h o r  

 

V .  S e n c h u k o v  –  P h D  i n  P h y s i c s  a n d  M a t h e m a t i c s ,  

A s s o c i a t e  P r o f e s s o r  o f  t h e  D e p a r t m e n t  o f  H i g h e r  M a t h e m a t i c s  a n d  

E c o n o m i c - M a t h e m a t i c a l  M e t h o d s  o f  S i m o n  K u z n e t s  K h a r k i v  

N a t i o n a l  U n i v e r s i t y  o f  E c o n o m i c s  ( 9 - А  L e n i n  A v e . ,  6 1 1 6 6 ,  

K h a r k i v ,  U k r a i n e ,  e - m a i l :  s e v i f e d @ g m a i l . c o m ) .  

 

Р е ц е н з е н т                   

д о к т .  е к о н .  н а у к ,  С т а т т я  н а д ій ш л а  д о  р е д .  

п р о ф е с о р  Р а є в н є в а  О .  В .                                   1 1 . 0 6 . 2 0 1 4  р .  
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