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Вступ 
 

Навчальна дисципліна "Вища математика" є базовою дисципліною 

природно-наукового циклу та складовою структурно-логічної схеми,  

що передбачена освітньо-професійною програмою підготовки бакалаврів 

для студентів усіх спеціальностей першого (бакалаврського) рівня. Ви-

кладений матеріал цілком узгоджується з робочою програмою цієї дис-

ципліни. 

Самостійна робота студентів є таким видом діяльності навчання, 

головною метою якого є забезпечення засвоєння в повному обсязі на-

вчальної програми шляхом свідомого закріплення поглиблення й систе-

матизації набутих теоретичних знань, а також опанування навичок ро-

боти з навчальною й науково-методичною літературою, вміння вільно 

орієнтуватися в інформаційному просторі. 

Диференціальні та різницеві рівняння як розділ дисципліни нале-

жить до числа математичних дисциплін, які мають найбільш тісні зв'язки 

із практикою, яка є постачальником математичних моделей і методів 

кількісного аналізу в економічних дослідженнях. Методи, які вона про-

понує, спроможні опрацьовувати та надавати якісну та кількісну інфор-

мацію про стан динамічних моделей, що описують поведінкові власти-

вості технічних й економічних об'єктів. 

Розділ "Диференціальні рівняння" відповідає темі 6 робочої про-

грами, змістовому модулю I: "Елементи математичного аналізу". 

Самостійна робота з дисципліни "Вища математика" передбачена 

навчальним планом підготовки студентів усіх спеціальностей першого 

(бакалаврського) рівня. 

Основними завданнями вивчення даної навчальної дисципліни  

є надання студентам знань для засвоєння основних положень теорії ди-

ференціальних і різницевих рівнянь і застосування їх в економічних до-

слідженнях, а також отримання математичної підготовки для вивчення 

навчальних дисциплін з економіки. 

Метою даних методичних рекомендацій є надання практичної допо-

моги студентам під час вивчення методів розв'язання диференціальних  

і різницевих рівнянь, таких як д. р. 1-го порядку із змінними, що роз-

діляються, лінійні, однорідні, узагальнено однорідні, д. р. 2-го порядку  

з постійними коефіцієнтами, лінійні однорідні та неоднорідні різницеві 

рівняння, а також їх системи, які застосовуються під час розв'язання 
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різноманітних задач в економічних дослідженнях. Крім того, це форму-

вання в студентів цілісної системи базових знань з теорії диференці-

альних і різницевих рівнянь, які необхідні для розв'язання задач спочатку 

в дипломній роботі, а потім, у майбутньому, теоретичних і практичних 

завдань у професійній діяльності економіста, набуття навичок матема-

тичного дослідження прикладних задач. 

Основні компетентності, що закріплюються у процесі самостійної 

роботи наведені у табл. 1. 

Таблиця 1 

 

Основні компетентності, що закріплюються  

у процесі самостійної роботи 

 

Теми Закріплені в процесі самостійної роботи компетентності 

Змістовий модуль 1. Елементи математичного аналізу 

Застосування дифе-

ренціальних рівнянь 

у процесі досліджен-

ня динаміки економіч-

них процесів та опра-

цювання різних моде-

лей в економіці 

Розрізняти типи диференціальних рівнянь і володіти мето-

дами їх розв'язання. 

Визначати типи неоднорідних диференціальних і різницевих 

рівнянь. 

Володіти методами побудови загального та частинного роз-

в'язку диференціальних рівнянь. 

Визначати класичні моделі в економіці, що представлені  

у формі диференціальних рівнянь, лінійних диференціаль-

них рівнянь зі сталими коефіцієнтами, поняття про різницеві 

рівняння та методи розв'язання однорідних та неоднорідних 

лінійних різницевих рівнянь зі сталими коефіцієнтами 

Здатність розв'язати:  

 диференціальні рівняння першого порядку: рівняння з від-

окремленими змінними, однорідні та лінійні диференціальні 

рівняння;  

 диференціальні рівнянь другого порядку, які припускають 

зниження порядку; 

 лінійні диференціальні рівняння другого порядку зі стали-

ми коефіцієнтами;  

 системи лінійних диференціальних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами;  

 однорідні лінійні різницеві рівняння зі сталими коефіцієн-

тами; 

 неоднорідні лінійні різницеві рівняння зі сталими коефіці-

єнтами 
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Змістовий модуль 1  

Елементи математичного аналізу 

 

Тема 6. Диференціальні рівняння 

 

6.1. Основні поняття теорії диференціальних рівнянь. Розв'язання 

диференціальних рівнянь 1-го порядку. 

6.2. Диференціальні рівняння вищих порядків. Методи розв'язання 

диференціальних рівнянь 2-го порядку. 

6.3. Застосування диференціальних рівнянь в економіці. 

 

Питання для самостійного опрацювання 

 

1. Звичайне диференціальне рівняння першого порядку, основні озна-

чення. Задача Коші. 

2. Теорема існування та єдиності розв'язку диференціального рів-

няння першого порядку. 

3. Частинний та загальний розв'язки. 

4. Диференціальні рівняння першого порядку: зі змінними, що відок-

ремлюються, лінійні, однорідні 1-го порядку, рівняння Бернуллі. 

5. Диференціальні рівняння другого порядку, основні означення. 

6. Диференціальні рівняння другого порядку, що припускають зни-

ження порядку. 

7. Лінійні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими кое-

фіцієнтами. 

8. Модель Харода. 

9. Модель Філіпса. 

10. Системи лінійних диференціальних рівнянь зі сталими коефіці-

єнтами. 

11. Різницеві рівняння у моделюванні динаміки економічних систем 

у дискретному часі. 

12. Різницеві рівняння першого та другого порядку. 

13. Поняття про лінійні звичайні різницеві рівняння. 

14. Властивості розв'язків лінійних різницевих рівнянь. 

15. Застосування різницевих рівнянь в економічних дослідженнях. 
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Методичні рекомендації 
 

1. Основні поняття теорії диференціальних рівнянь. 

Розв'язання диференціальних рівнянь 1-го порядку 
 

1.1. Диференціальні рівняння (д. р.): основні визначення 
 

• Звичайним диференціальним рівнянням n-го порядку називається 

рівність вигляду  

  0),...,,,(  nyyyxF ,                                   (1.1) 

яке пов'язує незалежну змінну x , залежну від неї змінну y  і похідні ),(xy  

 nyxy ),...,( . 

• Функція )(xy   називається розв'язком рівняння (1.1), якщо після 

підстановки )(x  замість y , )(x  замість y ,…,
  )(xn  замість

 ny  воно 

представляє собою тотожність. 

Припустимо, що )(xy   дійсна функція дійсного аргументу. 

Диференціальні рівняння знаходять широке застосування в при-

родознавстві й економіці. 

Розглянемо два приклади. 

Приклад 1. Нехай матеріальна точка рухається вздовж осі Ox  зі швид-

кістю )(xf . Також відома абсциса точки 0x  в який-небудь момент часу 0t . 

Потрібно знайти закон руху цієї точки, тобто залежність абсциси x  від часу t . 

Очевидно, що потрібно розв'язати рівняння )(
)(

tf=
dt

tdx
, яке при 

0t=t  приймає значення 0x . З інтегрального числення відомо, що такий 

розв'язок надається формулою  
t

t

dfxtx
0

)()( 0 . 

Приклад 2. Відомо, що швидкість розпаду радію прямо пропорційна 

кількості радію. Припустимо, що в момент часу 0t  початкова кількість ра-

дію 0R г. Потрібно визначити кількість R  радію у будь-який момент часу t . 

Розв'язання: Нехай коефіцієнт пропорційності позначається через 

)0(, cc , тоді необхідно знайти такий розв'язок диференціального рів-

няння cR=
dt

tdR


)(
, який при 0t=t  перетворюється в 0R . 
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Якщо застосувати до цього рівняння теорію д. р. 2-го порядку з по-

стійними коефіцієнтами, то отримаємо функцію 
 0

0)(
ttc

eR=tR


 . 

Нижче за допомогою середовища Mathcad побудовані деякі графіки 

рішень диференціального рівняння cR
dt

tdR


)(
, які відповідають почат-

ковим умовам       100;400;800 000  RRR  (рис. 1.1). 

Розглянуті приклади показують, що диференціальне рівняння має 

нескінчену множину розв'язків ( 0x  у першому завданні і 0R  у другому) – 

маємо нове рішення для кожної із сталих. Саме тому для визначення 

всіх параметрів рішення диференціального рівняння, що описує реальні 

процеси, задавалася ще початкова умова, тобто значення шуканої функ-

ції при якому-небудь певному значенні аргументу. При цьому одержу-

вали єдиний розв'язок. 

 

t0 0 R0 70 c 2.5 R1 40 R2 10

R t( ) R0 e
c t t0( )

 R1 t( ) R1 e
c t t0( )



R2 t( ) R2 e
c t t0( )

  

 

 

Рис. 1.1. Графіки рішень д. р. cR
dt

tdR


)(
 при початкових умовах 

      100;400;800 000  RRR  
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У теорії диференціальних рівнянь розшук всіх рішень даного дифе-

ренціального рівняння (інтегрування д. р.) і вивчення властивостей цих 

рішень. 

• Рівняння  

 

   ),...,,,( 1 nn yyytfy ,                                  (1.2) 

де f  визначена на підмножині Ω простору 
1+nR  і приймає дійсні зна-

чення, називається канонічним диференціальним рівнянням n -го порядку. 

• Функція   RbaItty  ;:)(  називається рішенням д. р. (1.2), 

якщо:  

  існують кінцеві похідні 
  njtj ,0),(   при It ; 

  n -вимірна точка 
  11 ),...,,,(   nn Rt   належить області визна-

чення Ω функції f , коли аргумент t  потрапляє в проміжок I  має місце 

тотожність:  

 

         ),...,,,( 1 ttttft nn   .                          (1.3) 

 

У теорії звичайних диференціальних рівнянь розглядаються і за-

гальні системи рівнянь. Важливе значення має теорема існування і єди-

ності розв'язку диференціального рівняння. Ця теорема формулюється  

і доводиться стосовно нормальних систем диференціальних рівнянь,  

що мають специфічний вигляд, а саме: коли усі похідні першого порядку 

n21 ,...,, ххх   виражені через незалежну змінну t  та залежні змінні n21 ,...,, ххх . 

 

• Система                   

 

 

 


















nnn

nii

n

xxtfx

xxtfx

xxtfx

,...,,

................................

,...,,

................................

,...,,

1

1

111







                                    (1.4) 

 

диференціальних рівнянь називається нормальною. 
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У цій системі t  – незалежна змінна, nxx ,...,1  – невідомі функції цієї 

змінної, а  nifi ,1,   – функції від 1n  змінних, задані на деякій від-

критій множині D  простори 
1n+R  розмірності 1n , у яких координатами 

точки є числа nxxt ,...,, 1 . Надалі передбачатиметься, що функції від 1n  

змінних, задані на деякій відкритій множині D , а також їх частинні похідні 

,
),...,,( 1

j

ni

x

xxtf




  nji ,1,   існують і безперервні на множині D . 

Розв'язком системи рівнянь (1.4) називається система безперерв-

них функцій  
 

nitx ii ,1),(  ,                                         (1.5) 

 

які визначені на деякому інтервалі 21 rtr  і задовольняють системі (1.4). 

Інтервал 21 rtr   називається інтервалом визначення розв'язку (1.5) 

(випадки 1r  і 2r  не виключаються). Вважається, що система 

функцій (1.5) задовольняє системі рівнянь (1.4), якщо при підстановці  

в співвідношення (1.4) перетворюються на тотожність по t  на всьому 

інтервалі 21 rtr  . Для виконання цієї підстановки необхідно, щоб функ-

ції (1.5) мали похідні в кожній точці інтервалу, і щоб праві частини 

рівнянь (1.4) були визначені для всіх значень аргументів. Таким чином, 

точка з координатами )(),...,(, 1 ttt n  повинна належати множині D  для 

всіх значень t  на інтервалі 21 rtr  . 

Дамо формулювання теореми існування і єдиності  для нормальної 

системи (1.4) (без доведення). 

Теорема: нехай   nixxtfx nii ,1,,...,, 1   – нормальна система 

звичайних диференціальних рівнянь. Тут праві частини if  визначені  

на деякій множині D , а функції if  і 
j

i

x

f




 безперервні на D . Тоді для 

кожної точки  
 

 020100 ,...,,, nxxxt                                         (1.6) 

множини D  існує розв'язок  

nitx ii ,1),(  . 
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системи (1.4), визначене на деякому інтервалі, що містить точку 0t  і що за-

довольняє умовам:  
 

 nixt ii ,1,)( 00  .                                    (1.7) 

 

Якщо станеться, що існують якісь два розв'язки:  
 

)(tx ii   і )(tx ii       ni ,1                              (1.8) 

 

системи (1.4), що задовольняють умовам 
 

 nixtt iii ,1,)()( 000  ,                             (1.9) 

 

причому кожен розв'язок визначений на своєму власному інтервалі зна-

чень змінної t , що містить точку 0t , то розв'язки ці співпадають усюди, 

де вони обидва визначені. 

Значення (1.6) називаються початковими, а співвідношення (1.7) – 

початковими умовами для цього рішення. 

Завдання відшукання розв'язку системи (1.4), що задовольняє по-

чатковим умовам (1.8), називається задачею Коші. 

Повернемося до канонічного диференціального рівняння n -го по-

рядку (1.2). Нехай функції f  і  k
y

f




, 1...,,1,0  nk , безперервні на мно-

жині D . Для заміни рівняння (1.2) нормальною системою рівнянь вво-

дяться невідомі функції nxx ...,,1  незалежної змінної t  за допомогою 

рівностей:  
 

 1
21 ...;;;  n

n yxyxyx .                            (1.10) 

 

Тоді рівняння (1.2) рівнозначні системі:  
 
























).,...,,,(

;

...............

;

;

21

1

32

21

nn

nn

xxxtfx

xx

xx

xx








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Доведення цієї теореми можна знайти у [8]. 

З цього через теорему існування і єдиності витікає, що для кожної точки 
 

 
D),...,,,(

1
0000 

n
yyyt                                  (1.11) 

 

існує розв'язок )(ty   рівняння (1.2), що задовольняє початкові умови 

(1.11). Будь-які два розв'язки з початковими значеннями (1.11) співпа-

дають на загальній частині їх області визначення. 

 

1.2. Диференціальні рівняння 1-го порядку та методи їх розв'язання:  

рівняння із змінними, що розділяються, однорідні рівняння  

1-го порядку, лінійні д. р., рівняння Бернуллі 
 

Нехай 1n . Рівняння (1.2) набуває вигляду ),( xtfx  . 

 

Теорема існування і єдиності розв'язку:  

Нехай є диференціальне рівняння  
 

                                           ),( xtfx  ,                                           (1.12) 

де функція ),( xtf  задана на деякій відкритій безлічі D  площини Р  змін-

них xt, . Сама функція ),( xtf  і її частинна похідна 
x

f




 є безперервними 

функціями на всій множині D . 

Тоді:  

1) для будь-якої точки  00 , xt  множини D  знайдеться розв'язок 

)(tx   рівняння (1.12), що задовольняє умові  

 

00)( xt  ;                                            (1.13) 

 

2) якщо два розв'язки )(tx   і )(tx   рівняння (1.13) співпада-

ють хоча б для одного значення 0tt  , тобто, якщо )()( 00 tt   , то ці 

розв'язки тотожно рівні для всіх тих значень змінного t , для яких вони 

обидва визначені. 

Геометричний зміст теореми полягає в тому, що через кожну точку 

 00 , xt  множини D  проходить одна й лише одна інтегральна крива рів-

няння (1.12). 
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Диференціальні рівняння із змінними, що розділяються:  

 

)()( 21 yfxf
dx

dy
                                       (1.14) 

або                         0)()()()( 2211  dxyNxMdyyNxM . 

Теорема. Нехай при dycbxa  ,   функції )(1 xf  і )(2 yf  

безперервні, причому 0)(2 yf  ніде на  dc; . Тоді через кожну точку 

 00 , yx  прямокутника Q : dycbxa  ,  проходить графік одного 

й лише одного розв'язку рівняння (1.14). 

Метод інтегрування таких рівнянь полягає в розділенні змінних, 

тобто приведенні рівняння (1.14) до вигляду: dxxf
yf

dy
 )(

)(
1

2

. 

А потім інтегруванням обох частин рівності (якщо це можливо) 

одержуємо загальне рішення рівняння в явному або неявному вигляді. 

Частинний розв'язок маємо, якщо задано початкову умову 00)( yxy  . 

Приклад 3. Знайти загальне рішення д. р.:  

 

y

x

dx

dy

2sin

 cos
 .                                           (1.15) 

 

Розв'язання: розділимо змінні: dxxdyy  cos2sin    

   dxxdyy cos2sin  xCyxyC sin22cossin2cos
2

1
   

 )sin(2arccos
2

1
xCy   – загальний розв'язок д. р. (1.15). 

Побудуємо декілька частинних рішень, відповідних сталим 

6.0 ;1 ;8.0C  (рис. 1.2). 

 

C1 0.8 C2 1 C3 0.6

f1 x( ) 0.5 acos 2C1 2sin x( )( )

f2 x( ) 0.5 acos 2C2 2sin x( )( )

f3 x( ) 0.5 acos 2C3 2sin x( )( )  
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0.2 0.6 1.4 2.2

0.35

0.7

1.05

1.4

f1 x( )

f2 x( )

f3 x( )

x  
 

Рис. 1.2. Частинні розв'язки, відповідні константам 6.0 ;1 ;8.0C  

 

Приклад 4. Знайти криві, для яких площа трикутника, отриманого 

дотичною, ординатою точки дотику і віссю абсцис, є величина стала, яка 

дорівнює 
2a (рис. 1.3). 

 

   y  

                                               )(xfy   

                                                                                  ),( yxK  

 

                                                                                  y  

 

         x  

                                                                                                                    x  

                            )0,~(1 xK                                )0,(xN                                     

 

Рис. 1.3. Трикутник, площа котрого дорівнює 
2a  
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Розв'язання: Нехай )~,~( yx  – координати поточної точки на дотич-

ній до кривої )(xfy  . Природно виразити площу трикутника 1NKK   

через yx, . 

Знайдемо абсцису x~  точки )0,~(1 xK  перетину дотичної 

)~)((~ xxxyyy   з віссю Ox . Для цього прирівняємо до 0 в її рівнянні 

ординату:  

y~  : 
y

yxy
xxyyxyxxxyyy




 ~~)~)((0~ . 

Перший катет yNK  , другий – 
y

y

y

yxyxy

y

yxy
xxx












 )~( . 

За умовою завдання потрібно, щоб площа 
2a прямокутного трикутника 

1NKK  дорівнювала напівдобутку катетів:  

 

y

y
ya

xxy
a







22
2

2

)~(
. 

Маємо д. р. зі змінними, що розділяються: 
y

y
a




2
22   









 

 C
a

x

y
C

a

x
y

a

dx

y

dy

a

y
y

22

1

222

2

2

1

222
. 

A шукане сімейство кривих:  

 













C
a

x
y

22

1
.                                        (1.16) 

Побудуємо деякі криві сімейства функцій при 3a  (рис. 1.4) Нехай 

8;3;0;1;4 C . 
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Рис. 1.4. Частинні розв'язки, відповідні константам 

5;3.0;0;3.0;5.0 C  

 

Однорідні рівняння 1-го порядку 

 











x

y
f

dx

dy
.                                           (1.17) 

 

  Якщо функція )(uf  буде визначена при bua  , то вона буде 

визначена в кутках, утворених такими точками ),( yx  для яких b
x

y
a  . 

Області, складені цими двома кутами, ми позначатимемо G . 

  Теорема: Якщо функція )(uf  безперервна й bua   усюди  

на цьому інтервалі uuf )( , то через кожну точку );( 00 yx  з G  про-

ходить одна й лише одна інтегральна крива. 

  Доведення: покладемо   xxuxy )( . Тоді рівняння (1.17) перетво-

риться так:   )(ufuxxu  . 



 

16 

  Звідси одержуємо рівняння із змінними, що розділяються:  

 

x

uuf

dx

du 


)(
,                                        (1.18) 

до якого можна застосувати попередню теорему, що й доводить твер-

дження. 

  З рівняння (1.18) знаходимо   


uuf

du

x

dx

)(
,  

і отже                                        C
x

y
x 








ln ,                                   (1.19) 

де )(uФ  – деяка первісна 
uuf )(

1
. 

 

Приклад 5. Представити картину сімейства інтегральних кривих 

для диференціального рівняння 
x

yx
y

2
 . 

Розв'язок: Приведемо рівняння до вигляду 
x

y
y 21 , звідки виті-

кає, що воно однорідне 1-го порядку. Заміною функції:   xxuxy )(   

на  xu  одержуємо д. р. uuxu 21 : або uxu  1 . Розділимо змінні 

й проінтегруємо обидві частини рівності:  

 

  


CxuCxu
x

dx

u

du
1lnln1ln

1
 

Cxu 1  111  CxxyCx
x

y
Cx

x

y
. 

 

Отже, рівняння сімейства кривих:  1 Cxxy , де C  – довільна 

константа (рис. 1.5, 1.6). 
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Рис. 1.5. Сімейство  1 Cxxy  

 

 
 

Рис. 1.6. Сімейство  1 Cxxy  
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Лінійні рівняння 1-го порядку 

 

)()( xqyxр
dx

dy
 .                                     (1.20) 

 

За яких умов це рівняння має єдиний розв'язок? 

 

Теорема про існування та єдиність розв'язку д. р. 

Нехай функції )(xp  і )(xq  неперервні в інтервалі bxa  . Тоді 

через кожну точку ),( 00 yx  смуги, визначеної нерівностями bxa  ; 

 y ; проходить одна й лише одна інтегральна крива цього рів-

няння, визначена при всіх x  на інтервалі );( ba . 

 

Перший метод. 

Введемо представлення розв'язку д. р. (1.1) у вигляді добутку двох неві-

домих функцій:  

)()()( xvxuxy  .                                        (1.21) 

Тоді  

)()()()()( xvxuxvxuxy  . 

Тепер д. р. (1.27) набуває вигляду:  

 

)()( xquvxрvuvu                                  (1.22) 

або   )()( xqvuvuxрu  . 

Накладемо додаткову умову  

0)(  uxрu                                          (1.23) 

або 0)(  vxрv  (об'єднуємо 2-ий та 3-ій доданки у рівнянні (1.22). 

Кожне з цих рівнянь є д. р. 1-го порядку зі змінними, що розділяються.  

Дійсно, рівняння (1.5) дає  

)(xp
u

u



                                            (1.24) 

або  

  )(ln xpu 


 

0ln)(ln udpu    . 
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Отже,                                 ))(exp(0  dpuxu  ,                              (1.25) 

де )0(0 uu  . 

 

Враховуючи (1.22), отримаємо д. р. 

 

u

q
v  ,                                               (1.26) 

де )(xq  задана функція, а )(xu  визначається  формулою (1.25), в якій 0u  

довільна стала. Оскільки треба знайти одну яку-небудь функцію  xu , 

яка задовольняє умову (1.23), то можна покласти, наприклад, 10 u . 

 

Проiнтегруємо (1.26):  

 

  0)( v
u

)dq(
xv

x

0

 



. 

 

 За формулою   )())(exp()( xvdpxvxuy(x)     одержуємо роз-

в'язок д. р. (1.20). 

 

Приклад 6. Знайти всі рішення д. р. 

 

yxyx 24)12(  .                                   (1.27) 

 

Розв'язання: Нехай 012 x . Тоді (1.34) прийме вигляд:  

 

12

4

12

2







x

x
y

x
y . 

 

  Виконаємо заміну (1.21) в цьому рівнянні:  

 

12

4

12

2







x

x
uv

x
uvvu

12

4

12

2















x

x
uvu

x
uv .       (1.28) 

 

  Підберемо функцію )(xu  так, щоб 0
12

2



 u

x
u . 
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1212lnln
12

2

12

2






   xuxu

x

dx

u

du
u

x
u . 

 

Обираючи один знак, маємо одну функцію, що занулює перший до-

данок в (1.28): 12)(  xxu . 

  Повернемося до рівняння (1.28): 
12

4
12




x

x
xv . 

  Нехай 012 x , тоді  



















  222 )12(

112
2

)12(

2
2)(

)12(

4

x

dxx

x

xdx
xv

x

x
v  

 C
x

x
x

dx

x

dx

























  12

1

2

2
12ln

2

2

)12(

1
2

)12(

1
2

2
. 

 

  Отже, C
x

xxv 



12

1
12ln)( , остаточно з урахуванням (1.21) 

маємо:  

 

    1)12(ln12
12

1
12ln12)( 











 CxxC

x
xxxy . 

 

Тепер нехай 012 x , тоді 






22 )12(

2
2)(

)12(

4

x

xdx
xv

x

x
v  












 C

x
x

12

1
12ln ; )12()(  xxu . 

 

  Остаточно маємо:  

 

     .1)12(ln12
12

1
12ln12)( 



















 CxxC

x
xxxy  

  Вигляд розв'язку однаковий, якщо )
2

1
(012  xx . 

  Загальне рішення :   .1)12(ln12)(  Cxxxy  
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Нижче приведені графіки деяких інтегральних кривих, відповідних кон-

стантам 19;8;3;0;2;5;15 C  (рис. 1.7). 
 

 
 

Рис. 1.7. Сімейство інтегральних кривих, відповідних сталим  

С = −15; −5; −2; 0; 3; 8; 19 
 

Другий спосіб розв'язання лінійного рівняння: спочатку слід розв'я-

зати рівняння 
 

0)(  yxрy .                                        (1.29) 
 

  Це робиться шляхом розділення змінних і в загальному розв'язку 

останнього замінити довільну постійну C  на невідому функцію )(xC . По-

тім вираз для )(xy  підставити в рівняння (1.20) і знайти функцію )(xC . 

Приклад див. в п. "Рівняння Бернуллі". 
 

Рівняння Бернуллі 

nyxbyxay )()(               )1( n  

  Для розв'язку треба обидві його частині розділити на 
ny  і зробити 

заміну z
yn


1

1
. Після чого виходить лінійне рівняння, яке можна роз-

в'язати викладеними вище способами. 
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  Приклад 7. Розв'язати рівняння:  

 

xyyxy  2
                                          (1.30) 

 

  Розділимо на xy :
yx

y
y

1
  – [рівняння Бернуллі при 1n ]. 

Помножимо рівняння на y  та зробимо заміну змінної y  на z : z
y


2

1
 

Тоді маємо:             zyyzy 22
  

2

z
yy


 . 

 

З урахуванням цих перетворень, рівняння прийме вигляд:  

 

1
2




x

zz
,                                            (1.31) 

− лінійне рівняння 1-го порядку щодо функції )(xz . 

 

Вирішимо його 2-м способом: розв'яжемо спочатку д. р. з 0 у правій 

частині:  

 

 

.Cxxz

Cxzxz
x

dx

z

dz

x

dx

z

dz

x

zz

2

2

)(

lnlnlnln2ln
22

2



  


 

 

Нехай тепер довільна константа C  невідома поки функція )(xC . 

Підставимо вираз 
2)()( xxCxz   в рівняння (1.31) і знайдемо )(xC , роз-

в'язавши його. 

 xCxCzxxCz 2)( 22

2
)()(

22

2

2

2222 xC
xxCxxC

xC

x

CxxCxC

x

zz 









    

  


D
x

dx
x

xC
x

C
xC 22

)(
2

1
2 22

2

. 
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Отже, xDxD
x

xxz 2
2

)( 22 







 , де D  довільна константа. 

  Повертаючись до шуканої функції )(xy , маємо:  
 

xDxxzxyzy 2)()( 22  .                      (1.32) 

 

Нижче приведені графіки деяких інтегральних кривих (рис. 1.8). 
 

C11 10 y1 t( ) C11 t
2

 2 t 
0.5



C12 5 y2 t( ) C12 t
2

 2 t 
0.5



C13 2 y3 t( ) C13 t
2

 2 t 
0.5



C14 0 y4 t( ) C14 t
2

 2 t 
0.5



C15 5 y5 t( ) C15 t
2

 2 t 
0.5



C16 7 y6 t( ) C16 t
2

 2 t 
0.5



C17 38 y7 t( ) C17 t
2

 2 t 
0.5

  

1.04 0.63 0.22 0.19
0.081

0.26

0.44

0.61

y1 t( )

y2 t( )

y3 t( )

y4 t( )

y5 t( )

y6 t( )

y7 t( )

t
 

Рис. 1.8. Інтегральні криві д. р. xyyxy  2
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Приклад. Розв'язати рівняння Бернуллі 

2

cos

sin
yy

x

x
y  . 

 

Розв'язання. Поділимо рівняння на 
2y  та зробимо заміну: z

y


1
. Тоді  

2

1

z

z
y

z
y


 . 

Рівняння приймає вигляд: 
22

11

cos

sin

zzx

x

z

z



   

2z  

1
cos

sin
1

cos

sin
 z

x

x
zz

x

x
z . 

 

Отримали лінійне рівняння першого порядку відносно функції )(хz . 

Заміна: )()()( xvxuxz  . Підставимо )(хz  в д. р. 1
cos

sin
 z

x

x
z . 

1
cos

sin
1

cos

sin









 uvvu

x

x
uuv

x

x
uvvu . 

 

Оберемо функцію )(xu  такою, щоб вираз у дужках дорівнював 0:  

0
cos

sin
 u

x

x
u . Його розв'язок одержуємо наступними перетвореннями:  

 

 xudx
x

x

u

du
dx

x

x

u

du
u

x

x

dx

du
coslnln

cos

sin

cos

sin

cos

sin

x
u

cos

1
 . 

 Повертаючись до рівняння 1
cos

sin









 uvvu

x

x
u , маємо після 

підстановки 
x

u
cos

1
  диференціальне рівняння відносно v : 

Cxxdxvxv
x

v   sincoscos1
cos

1
. 
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Таким чином, функцію )()()( xvxuxz   ми вже знаємо:  

 
x

xCxz
cos

1
sin)(  . 

Далі:  
x

xCxz
xy cos

1
sin)(

)(

1
    

xC

x
xy

sin

cos
)(


 . 

 

Побудуємо декілька інтегральних кривих (рис. 1.9). 

 

c1 0.5 g1 x( )
cos x( )

c1 sin x( )( )
2

 c2 0.5 g2 x( )
cos x( )

c2 sin x( )( )
2



c3 1.23 g3 x( )
cos x( )

c3 sin x( )( )
2

 c4 1.1 g4 x( )
cos x( )

c4 sin x( )( )
2



 

 

3.5 1.75 0 1.75 3.5

15

7.5

7.5

15

g1 x( )

g2 x( )

g3 x( )

g4 x( )

x  

 

Рис. 1.9. Інтегральні криві, відповідні значенням  

1.11.23;0.5;0.5; С  
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2. Диференціальні рівняння вищих порядків.  

Методи розв'язання диференціальних рівнянь 2-го порядку 
 

Диференціальні рівняння 2-го порядку містять другу похідну від шука-

ної функції; його загальний вигляд такий:  
 

.0),,,(  yyyxF                                         (2.1) 
 

Якщо це рівняння залежить від шуканої функції та її похідних ліній-

но (залежність від x  може бути будь-якою), тоді воно називається ліній-

ним. Таким чином, лінійне рівняння 2-го порядку має загальний вигляд:  

.xfyxcyxbyxa )()()()(   
  Розглянемо найбільш важливий окремий випадок, коли коефіцієнти 

біля шуканої функції та її похідних )(),(),( xcxbxa  є постійними. Таке рів-

няння зустрічається в завданнях про механічні й електричні коливання,  

в яких незалежна змінна в них є час t . 
 

Рівняння 2-го порядку, що допускають зниження порядку 

1. Рівняння, що не містять шуканої функції:  
 

.0),,(  yyxF                                           (2.2) 

 

Заміною )()( xuxy   рівняння (2.2) зводиться до рівняння 1-го по-

рядку відносно функції )(xu :  

.0),,( uuxF  
 

 Якщо це рівняння інтегрується в квадратурах, тоді, повернувшись 

до функції )(xy , дістанемо проміжний інтеграл рівняння (2.2) у вигляді:  

),,()( 21 CCxxy  . 

Приклад 8. Знайти загальний розв'язок рівняння 
2

yyx  . Заміною 

)()( xuxy  ( )()( xuxy  ) зведемо це рівняння до вигляду 
2

 uxu  

;
3

2

9

1

3
2

2
3

2
1

233

2
32

3
2

1

Cx
C

x

C
x

uC
xu

dxx
u

du
xuu

















  
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.
53

22

36

1

3

2

9

1 254233
DxCx

C
xyCx

C
xy 




  

Отже, .
15

4

36

1
)(

253
DxCx

C
xxy   

 

Побудуємо декілька інтегральних кривих (середовище Mathcad). 

Приклад 9. Знайти загальний розв'язок рівняння xyyx  1 .  

Заміною )()()()( xpxyxpxy 
 

зведемо це рівняння до вигляду  

(рис. 2.1):  
 

d1 1 k1 x( )
1

36
x
3


4 d1

15
x
2.5

 d1
2

x

d2 1.5 k2 x( )
1

36
x
3


4 d2

15
x
2.5

 d2
2

x

d3 0.7 k3 x( )
1

36
x
3


4 d3

15
x
2.5

 d3
2

x

d4 0.34 k4 x( )
1

36
x
3


4 d4

15
x
2.5

 d4
2

x
 

0.1 0.78 1.65 2.52

0.69

1.38

2.06

2.75

k1 x( )

k2 x( )

k3 x( )

k4 x( )

x  
 

Рис. 2.1. Інтегральні криві, відповідні сталим 

00.34;0.7;1;1.5;  DC  
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xxppx :1             



x

x

x

p
p

1
 

 

отримали лінійне рівняння першого порядку. 

Заміна: )()()( xvxuxp  . Далі:  

 

x

x
uvv

x

u
u

x

x

x

uv
uvvu
















11
. 

Оберемо u  такою, щоб 0
x

u
u . Розв'язок такого рівняння отримаємо, 

розділивши змінні: 
х

uxu
x

dx

u

du 1
lnln   . 

Повертаючись до рівняння 
x

x
uvv

x

u
u













1
, після підстановки функ-

ції х
u

1
  отримаємо: 

x

x

х

v 

 1

  або  хv  1 , отже, D
x

xv(x) 
2

2

. 

Остаточно, .
x

Dx
D

x
x

x
u(x)v(x)p(x) 
















2
1

2

1 2

 

,CxD
x

xxy
x

Dx
(x)yp(x)  ln

4
)(

2
1

2

 

де DC,  довільні сталі. 

 

Побудуємо декілька інтегральних кривих (рис. 2.2) (середовище Mathcad). 

 

d1 3 k1 x( ) x
x
2

4
 d1 d2 1.5 k2 x( ) x

x
2

4
 d2

d3 4 k3 x( ) x
x
2

4
 d3 d4 4.6 k4 x( ) x

x
2

4
 d4
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4 2 0 2 4

1.75

3.5

5.25

7

k1 x( )

k2 x( )

k3 x( )

k4 x( )

x  

 

Рис. 2.2. Інтегральні криві, відповідні сталим  

04.6;4;3;1.5;  CD  

 

2. Рівняння, що не містять незалежної змінної:  

 

.0),,(  yyyF                                          (2.3) 

За допомогою заміни  ypy   порядок рівняння (2.3) можна зни-

зити на одиницю. Справді,  

  ., pp
dx

dy

dy

dp
y

dx

d
ypy   

Підставивши в рівняння (2.3), дістанемо рівняння 1-го порядку ви-

гляду .0),,(1 ppyF  Якщо 0),,,( 211 CСpyФ  – загальний інтеграл цього 

рівняння, тоді співвідношення 0),,,( 211 CСpyФ  є проміжним інтегра-

лом 1-го порядку рівняння (2.3) – диференціальне рівняння першого по-

рядку інтегрованого типу. 

 

Приклад 10. Знайти загальний розв'язок рівняння  

 

.212 yyy 
                                        (2.4) 
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Розв'язання. Заміною ppypy  ,  зведемо рівняння (2.4) до вигляду:  

 

 






y

dy
dp

p

p

y

p

dy

dp
pppyp

2

2
2

1

21
221  

;111lnln1ln 2222 CypCypCypCyp   







  Dx
Cy

C
dx

Cy

dy
Cyy

2
1

)1(1

1
1

2
1

 

   

  .
1

1
4

4
1

2
)1(

2
2

2
2

2
1

C
Dx

C
y

Dx
C

CyDx
C

Cy

















 

Відповідь:   ,
1

4
1

2
2

C
Dx

C
y 








  де DC,  – довільні сталі. 

 

3. Рівняння, однорідні відносно 
'''

y,yy, . 

Розглянемо рівняння  

 

.0=)( ''y,'yy,x,F                                         (2.5) 

У якому функція F  є однорідною порядку m  відносно ,''' y,yy,  тобто:  

 .0>ty,yy,x,Ft=ty,tyty,x,F '''m''' ),()(  

 За допомогою заміни  xyu=y'
 порядок рівняння (2.5) можна по-

низити на одиницю. Справді, тоді )( 2 ''''' u+uy=yu+uy=y . 

 Підставивши в рівняння (2.5) і врахувавши однорідність функції F , 

дістанемо )1( 2 u+uu,,,xFym  . Скоротивши на 0my , матимемо рів-

няння 1-го порядку відносно функції u . Якщо )( 21 C,Cx,=u   загальний 

розв'язок цього рівняння, тоді загальний розв'язок рівняння (2.5) матиме 

вигляд 
dxCCx

neCy
),,( 21


. 
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Приклад 11. Знайти загальний розв'язок рівняння  

 

0
2

=yy
x

y ''


.                                           (2.6) 

Розв'язання. Замінимо в д. р. )(xy на )(xu  за формулою:  

 

 2u+uy=yyu,=y ''''
. 

 

        ''' u+ux=u=u+u
x

u
=yu+uy

x

yu 2222

2

2
2

2

2

00  

 2222222 1 xu=uxxuu=ux ''  


 dx
x

x
=

u

du
2

2

2

1
 





x

Cx+x
=

u
C+x

x
=

u
C+x

x
=

u

2111111
 

11

11
22

2

+Cxx

x
=

y

y

+Cxx

x
=u

x

Cxx+
=

u

'








 . 

Обчислимо правий інтеграл: 
 1+Cxx

xdx
2

. 

Перетворимо знаменник =+
CC

+x
C

x=+Cxx 1
442

21
22

22   







































4
1

4
1

2

2
2

22
C

+t=
C

+
C

x= , де .
2

C
x=t   

Тоді              =
C

+t

dtC
+

C
+t

tdt
=

+Cxx

xdx





































4
1

2

4
1

2

2

1

1 2
2

2
2

2
 

  .
4

2x
arctg

4
1ln

4
1

arctg

4
1

1

24
1ln

2

1

22

2

22

2
2

f(x)=
C

C

C

C
++Cxx

=
C

t

C

C
+

C
+t=




















 



 

32 

Лівий інтеграл:  Dy=
y

dy
 ln . Тому     Dy=ef(x)=Dy f(x)ln  

 
22

2

4

2
arctg

4

1ln
11 C

Cx

C

C
++Cxx

e
D

=e
D

=ye=Dy f(x)f(x) 







 . 

Відповідь:   ,
C

Cx

C

C

e+Cxx
D

=y
22

4

2
arctg

41
1 2 



  

де DC,  – довільні сталі. 

 

4. Узагальнено-однорідні рівняння. 

 

Рівняння (2.5) називають узагальнено-однорідним, якщо:  

 0,)()( 21 >ty,yy,x,Ft=yt,yty,ttx,F '''m''k'kk 
 

для деяких mk, . 

Розв'язання. За допомогою заміни ,( tktt e=xue=y,e=x   при 

,))(0, tu=u<x  узагальнено-однорідне рівняння можна звести до рів-

няння, що явно не містить незалежної змінної t . Справді, за цієї заміни 

похідні 
  1,2=i,

dx

yd
=y

i

i
i

 перетворюються за такими формулами:  

 

      ,ku+ue=ekue+u=
dx

dt

dt

dy
=y 'tktkt'' 1

 

    ,ukk+uk+ue=y '''tk'' 1)(1)(22 
 

де 
  1,2.=i,

dt

ud
=u

i

i
i

 

 

Підставивши в рівняння (2.5), дістанемо рівняння вигляду:  

 00,)(1 >t=u,uu,Fe '''mt
, 

яке після скорочення на 
mt

e  явно не містить незалежної змінної .t  
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Приклад 12. Знайти загальний розв'язок рівняння  

  0
23 =yxy+yx '''  . 

 

 Розв'язання. Перевіримо, чи є це рівняння узагальнено-однорідним. 

Знаходимо:  

   
   

  .)(

1)(

)(

22 32

2 2k312 31

2 12321

''''''

'''+kk'k''+k

k'k''k''k'kk

y,yy,x,Ft=yxy+yxt

=k=yxyt+yxt=ytxyt+yxt

=ytyttx+yttx=yt,yty,ttx,F








 



 

 

Звідки випливає, що 2 1, =m=k . 

Виконаємо заміну )(tu=u   
tt

etutyetx )()(,)(  , тоді  

dteu
dt

du
dtetue

dt

du
dydtedx

tttt














 )(, , 

тому  

uuu
dt

du

dx

dy
y  ,   y

dx

d

dx

dy

dx

d

dx

yd











2

2

;  

      dtuudt
dt

du

dt

ud
dtty

dt

d
yd 















2

2

  

   
 

         













22223

2

2

0 ueuueeuuueeuue

euu
dte

dtuu

dx

yd

dx

ud

tttttt

t

t
 

  0
2
 uuu . 

 

Вводимо нову невідому функцію )(tp за формулою: )()( tutp  . 

Тоді для )(tp одержимо д. р.:  

 

  dt
pp

dp
pp

dt

dp
ppp 




2

22
0 . 
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   

.1,1

)1(

)(

1

)1(

11

11
2






















BA

pp

pBAA

pp

BppA

p

B

p

A

pppp  

Д. р. приймає вигляд dt
p

dp

p

dp





1
. Після інтегрування маємо:  

  


  ttCt CeppCee
p

p
Ctpp 1

1
)1ln(ln  

;
1

)()1(
Ce

C

Ce

Ce
tpCeCepCepCe

tt

t
tttt












 

  

 


 












 














.
)(

;

)(
)()()(

zCz

Cdz
dtedzezted

teCte

C

dt
eCe

Ce
dt

Ce

C
tu

Ce

C
tptu

tt

tt

t

tt

 

Розкладемо на елементарні дроби підінтегральну функцію 
 Czz 

1
:  

 
  .11

1






ACzBABzACAz

Cz

B

z

A

Czz
 

 Прирівняємо коефіцієнти при 
10

, zz :  
















.
1

1

;
1

0

C
AAC

C
ABBA

 

Отже, 

 
















z

CzD
DCzzdz

CCzz
Ctu lnlnlnln

111
)( , 

 
















.)(

;ln
)(

ln)()(

t

tt

t

t
t

etx

CeDe
e

CeD
etuty
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5. Рівняння з точними похідними. 
 

 Рівняння (2.5) називають рівнянням з точними похідними, якщо 

його ліва частина є точною похідною деякої функції:  

),,,(),,,(:),,,( 11 yyyxФ
dx

d
yyyxFyyyxФ  . 

 

Співвідношення 11 ),,,( CyyyxФ   є першим інтегралом рівняння  

з точними похідними. Якщо рівняння (2.5) не є рівнянням із точними 

похідними, тоді іноді можна дібрати таку функцію ),,,( yyyx    

(інтегрувальний множник), після множення на який рівняння (2.5) стає 

рівнянням із точними похідними. У разі множення на інтегрувальний 

множник можуть з'явитися зайві розв'язки (розв'язки рівняння 0 ),  

а також можлива втрата деяких розв'язків. 

Приклад 13. Розв'язати рівняння   0
2

 yxyyyxy . 

Розв'язок: якщо 0y , поділимо рівняння на 
2

y :  

 
12

2

00 C
y

xy

y

xy

y

yxyyyxy






















 – є першим інтегралом д. р. 

;
2

1 2

2

1 2

1

2

2

111

C
x

C
eyC

x

C
y

C

xdx

y

dy

C

xy

x

dy 

 ln

2

2

1 2

1
C

x

C
ey



 . 

Відповідь: 
2

2

1 2

1
C

x

C
ey



 . 

 

2.1. Лінійні диференціальні рівняння 2-го порядку  

зі сталими коефіцієнтами 

 

),(xfbyyay   

де ba,  – дійсні числа, )(xf  – деяка функція. 

 

Якщо 0)( xf , то д. р. називається однорідним 2-го порядку (ОДР). 
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Якщо  ,sin)(cos)()( xxQxxPexf nn

x



  де )(),( xQxP nn  поліноми 

n -го ступеня, то д. р. називається неоднорідним 2-го порядку (НДР)  

зі спеціальною правою частиною. 

Якщо )(),( 21 xyxy  – рішення диференціального рівняння, відпо-

відно,   1
)(

1 fya k
k ,   2

)(
2 fya k

k , то диференціальне рівняння 

  21
)( ffya k

k , згідно з цією властивістю, має загальний розв'язок 

неоднорідного д. р. (2), який дорівнює добутку довільного розв'язку 

однорідного д. р. 0 byyay  та частинного рішення неоднорідного 

д. р. )(xfbyyay  . 

Тому рішення неоднорідного д. р. складається з двох етапів. 

1. Рішення ОДР: 0 byyay . 

Будемо шукати рішення у вигляді 
xxx eyeyey   2 . 

Після їх підстановки в ОДР та скорочення на 
xe

отримаємо харак-

теристичне рівняння 02  ba . 

Існують три випадки:  

1)  21

2 04 baD ;  

загальний розв'язок ОДР: .)( 21
21

xx
о eCeCxy


  

2)   21

2 04baD ;  

загальний розв'язок ОДР:   x
o exCCxy 

21)(  .  

3)  ibaD  2,1
2 04 , де ;1

2
i   

загальний розв'язок ОДР:   x
o exCxCxy  sincos)( 21  ,  

де 21,CC  – довільні сталі. 

2. Відшукання частинного розв'язку НДР )(xfbyyay  . 

Будемо розглядати квазіполіном )sin)(cos)(()( xxQxxPexf nn
x   . 

Тоді частинний розв'язок НДР можна відшукати у вигляді: 

)sin)(cos)(()( xxNxxMexxy nn
xs   , де )(),( xNxM nn  – поліноми 

ступеня n  з невідомими коефіцієнтами. Їх відшукання і складає суть цієї 

задачі, s  – кількість співпадінь контрольного числа  i з коренями 

характеристичного рівняння 02  ba . 
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Приклад 14. Розв'язати д. р. 
xxeyyy 36  . 

Розв'язання: 1) ОДР: 06  yyy  2;306 21
2   . 

Загальний розв'язок ОДР: 
xx

о eCeCxy 2
2

3
1)(  

. 

2) Контрольне число 303  ii  один раз співпадає з коренями 

характеристичного рівняння ОДР. Тому ,1s  частинний розв'язок НДР 

можна відшукати у вигляді:     )sincos()(
3

xdcxxbaxxexy
x

 


;  

       ;)0sin0cos()( 2333 bxaxebaxxexdcxxbaxxexy xxx  

      
  

        .baxbaaxebxaxe)x(y

;bxbaaxe

bxaxeebaxbxaxe)x(y

xx

x

xxx

629129

323

32

2323

23

23323



















 

Підставимо в НДР yyy ,,  :  

       
  .exbxax

bxbaaxbaxbaaxe

x

x

32

223

6

323629129








 

Скоротимо на 
x

e
3

. Прирівнюємо коефіцієнти при 
02

,, xxx . 
















.062:

;1632129:

;0639:

0

1

2

bbax

bbaabx

aaax

 .

04,0
50

2

5

2
52

10

1
110














abba

aa

 

Отже,   xexxy 32 04,01,0  . 

Загальний розв'язок НДР:   xxx
н exxeCeCxy 322

2
3

1 04,01,0)(   . 

Приклад 15. Розв'язати д. р. xyy 5sin7  . 

Розв'язання: 1) ОДР: 07  yy  7;007 21

2
  . 

Загальний розв'язок ОДР: 
xxx

о eCCeCeCxy 7
21

7
2

0
1)(   . 

2) Контрольне число 7,0550  iii  – не співпадає з коренями 

характеристичного рівняння ОДР. Тому ,0s  частинний розв'язок НДР 

можна відшукати у вигляді: )5sin5cos()(
0

xDxFexy
x

 ;  

)5sin5cos()( xDxFxy  ;  
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  .5sin25cos255cos55sin5)(

;5cos55sin5)5sin5cos()(

xDxFxDxFxy

xDxFxDxFxy







 

Підставимо в НДР yyy ,,  :  

 

   

    .5sin25255sin5255cos

;25255sin5255cos

5cos55sin55sin255cos25

xFDxDFx

FDxDFx

xDxFxDxFyy







 

Прирівнюємо коефіцієнти при :5cos,5sin xx   









;12525:5sin

;0525:5cos

FDx

DFx
  








;125125

;5

FF

FD
  

















;
150

1

;
30

1

150

5

F

D

 

xxy 5sin
30

1
5cos

150

1
 .  

Загальний розв'язок НДР: .5sin
30

1
5cos

150

1
)(

7

21 xxeCCxy
x

í 


 

Приклад 16. Розв'язати д. р. xeyyy
x
cos2

2
 . 

Розв'язання: 1)ОДР: 02  yyy    ;101 2,1

2
   . 

Загальний розв'язок ОДР:   ;)( 21
x

о exCCxy  . 

2) Контрольне число 1212  iii  – не співпадає з коренями 

характеристичного рівняння ОДР. Тому ,0s  частинний розв'язок НДР 

можна відшукати у вигляді: )sincos()(
2

xDxFexy
x

 ;  

   

    .sin3cos3)(

;cos2sin2)5sin5cos()(

xFDxFDxy

xDFxFDxDxFxy




 

Підставимо в НДР yyy ,,  :  

    

      .cos)sincos(cos2sin22

sin3cos32

22 xeexDxFxDFxFD

xFDxFDyyy

xx 


 

Прирівнюємо коефіцієнти при :5cos,5sin xx   









;0243:sin

;1243:cos

DFDFDx

FDFFDx
  








;56

;165

FD

FD
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












;
61

6

;
61

5

6

5

F

FD

                               )sin
61

5
cos

61

6
()(

2
xxexy

x
 . 

Загальний розв'язок НДР:   .sin
61

5
cos

61

6
)(

2

21 










xxeexCCxy

xx

í  

 

2.2. Системи диференціальних рівнянь 

 

Системою диференціальних рівнянь називається сукупність декіль-

кох диференціальних рівнянь відносно декілька невідомих функцій 

)(),...,(),( 21 xyxyxy n . Звичайно кількість рівнянь дорівнює кількості невідо-

мих функцій. Найпростішими є системи лінійних диференціальних рів-

нянь зі сталими коефіцієнтами 1-го порядку. Такі системи диференціальних 

рівнянь, як правило можна привести до вигляду , коли в кожному рівнянні 

похідна знаходиться в лівій частині та без коефіцієнта:  

 

 











....

................................

; ...

11

111111

tfyaya=y

tfyaya=y

nnnnnn

nn

                              (2.7) 

 Вводимо вектори  

      ,,...,,,...,,,..., 111
T

n
T

n
T

n fffyyyyyy                (2.8) 

(T  – транспонування ) та матрицю:  

,

...

.........

...

1

111



















nnn

n

aa

aa

A                                       (2.9) 

і записуємо систему д. р. (2.7) у матричній формі 

fAxy  .                                           (2.10) 

 Загальний розв'язок цієї системи дорівнює додатку загального роз-

в'язку однорідної системи 

Axy  ,                                              (2.11) 

та довільного частинного розв'язку неоднорідної системи (2.7). 

 Безпосередньо перевіряється, що однорідна система д. р. (2.11) має 

розв'язок 
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x
Cexy


)( ,                                          (2.12) 

де   – корінь алгебраїчного рівняння  

0)det(  EA  ,                                       (2.13) 

а  TnCCC ,...,1  – розв'язок виродженої однорідної системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь (СЛАР):  

0)(  CEA  .                                       (2.14) 

 Алгебраїчне рівняння (2.13) має n  коренів n ,...,, 21 , тому загаль-

ний розв'язок однорідної системи можна представити у вигляді лінійної 

комбінації:  

x

nn
x neCAeCAxy


 ...)( 1

11 , 

де nAA ,...,1  – довільні сталі, які однозначно визначаються при завданні 

n  початкових умов )0(),...,0(1 nyy . 

 

Приклад 17. Дана двовимірна система д. р.:  

 

 







;

; 

2221212

12121111

xfyaya=y

xfyaya=y

n

                              (2.15) 

та початкові умови  

1)0(,0)0( 21  yy .                                     (2.16) 

 Розв'язуємо однорідну систему:  











.

;

2221212

2121111

yaya=y

yaya=y
                                   (2.17) 

 Шукаємо розв'язок у вигляді:  

xCexy )( , 
xeCxy  )(                               (2.18) 

або  

.;
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1



























































x

x
x

x

x
x

eC

eC
e

C

C

y

y
y

eC

eC
e

C

C

y

y
y














    (2.19) 

 Запишемо (2.17) в матричній формі:  

Ayy  ,                                             (2.20) 

де                                            









2221

1211

aa

aa
A                                         (2.21) 
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та підставимо (2.18) в (2.20):  
xx ACeeC   .                                       (2.22) 

Скоротимо на 
xe : CAC    

 

або                                           0 CAC  .                                          (2.23) 

Представимо C  у вигляді ECC  , 









10

01
E  – одинична матриця, 

тоді (2.23) можна представити у вигляді:  

 CEAECAC  0 .                             (2.24) 

Для того, щоб ця СЛАР мала ненульові розв'язки, потрібно, щоб 

визначник матриці системи (2.24) дорівнював нулю:  

0 EA  . 

Нехай 






 


11

11
A . 

Тоді   2211
11

11
0 22





 




EA .                   (2.25) 

iλ 


 1211
2

2442
1,2 ,                     (2.26) 

тобто ii  1;1 21  . Обчислюємо вектори 
   21 ,CC :  

     

  


































211

211

2

1

1

11
1

1

1

11

11
0

CC

CC

C

C
CEA








     (2.27) 

або 
 

 







.01

;01

211

211

CC

CC




                                                                          (2.28) 

 Нехай 1C , де   довільне число, тоді із першого рівняння (2.28) 

отримаємо:  

    1112 11  CC .                               (2.29) 

 Зауважимо, що при цих сталих 21,CC  друге рівняння системи (2.28) 

також задовольняється внаслідок (2.25):  

         011111
2

111211   CC . 

 Отже,  

 

  

















11

1

1
1

1 





C .                            (2.30) 
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 Аналогічно одержуємо для другого кореня 2 :  

 

  

















22

2

1
1

1 





C .                           (2.31) 

 Тоді загальний розв'язок однорідної системи д. р. (2.15) 

xx
eexy 21

21
0 1

1
1

1
)(


























 , 

де  ,  – довільні числа. 

 Нехай 0)(,0)( 21  xfxf . Тоді )()( 0 xyxy    

і 
    




















 xx

xx

ee

ee

xy

xy
xy

21

21

212

1

11)(

)(
)( 






 

або                            
   









.11)(

;)(

21

21

212

1

xx

xx

eexy

eexy








. 

 Використовуючи початкові умови (2.16), одержимо два рівняння 

для βα, :  

         







122121 λλαλ1αλ1α1λ1βλ1α1

αββα0

 































.
2

1

11

1

;
2

1

2

1

1

12

iii

ii
 

 Отже, 

    







  xixixxixixx

ee
i

e
i

e
i

e
i

eexy
2

1

2

1

2

1

2

1
)( 11

1
21  

xe
i

ee
e x

ixix
x sin

2







. 

   

  .cos
22

1
)(

2

1
)11(

2

1

)11(
2

1
)1(1)(

1

1
212

21

xe
ee

eeie
i

eei
i

ei
i

ei
i

eexy

x
xx

xixxixxxi

xixx












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3. Застосування диференціальних рівнянь в економіці 

 

3.1. Модель економічного зростання Харода 

 

Балансове співвідношення для конструювання моделі економічного 

зростання є традиційна кейнсіанська тотожність, яку можна представити 

у загальному вигляді:  

 

AICY  , 

де Y  – об'єм прибутку, C  функція споживання, I  об'єм інвестицій, 

A  незалежні витрати. При цьому зазначено, що функція споживання 

пропорційна об'єму прибутку сYС  , інвестиційна функція залежить від 

швидкості зміни прибутку 
dt

dY
vI   (акселератор). Коефіцієнт  10  сс  

називають граничною схильністю до споживання,  0vv  – параметр 

акселератора. 

 

 З урахуванням вище приведених передумов маємо вираз:  

A
dt

dY
vcYY   

або                                        









s

A
Y

dt

dY
 .                                           (3.1) 

 Рівняння (3.1) є диференціальним рівнянням першого порядку, роз-

в'язком якого є динаміка об'єму прибутку. Тут 
v

s
 , де cs 1  зображує 

граничну схильність до збережень. Розв'язок рівняння (3.1) залежить від 

припущень відносно явного вигляду функції незалежних витрат (t)АА . 

Особливої уваги заслуговують два випадки. 

 Випадок 1. constA . Незалежні витрати незмінні. Нехай 
s

A
Yy  

є відхилення прибутку від рівноважного рівня 
s

A
 і 

dt

dY

dt

dy
 . 

 У такому разі (3.1) має вигляд: y
dt

dy
, де 0

v

s
 .                  (3.2) 
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 Враховуючі, що 
 

dt

dY

ydt

ylnd 1
 , рівняння (3.2) перетворюється на на-

ступне:  

  yln
dt

d
. 

 Таким чином, consttyln    

 

або                                                tBety  , 

де B  константа, залежна від початкового рівня прибутку  00 ty . 

Вочевидь 0yB  . Тоді маємо розв'язок:  

 

  teуty 
0 .                                           (3.3) 

 

Формула (3.3) демонструє неперервне зростання за показниковою 

функцією прибутку або випуску продукції з незмінною відносною швид-

кістю (темпом)  . Звичайно гранична схильність до збережень S  є ма-

лою величиною порівняно з коефіцієнтом акселератора v ; у даному 

випадку   є дробом, який може бути дуже малим. Наприклад, якщо ви-

брати рік за одиницю часу, визначимо 0.05s  та 2.5v . Тоді 020.   

і прибуток безперервно зростає зі середньорічним складним відсотком 

%2 . Цей приклад яскраво висвітлює дію акселератора. Навіть при не-

змінності незалежних витрат взаємодія мультиплікатора й акселератора 

генерує прогресуюче зростання випуску продукції (прибутку). Відносна 

швидкість (темп) зростання визначається структурними константами s   

та v . Вочевидь, що акселератор забезпечує галопуюче (нестійке) зрос-

тання економічних показників. 

 Випадок 2. 
rtеАА 0 . Припустимо, що незалежні витрати є зростаю-

чими за показниковою функцією. Відносна швидкість зростання  tА  до-

рівнює 0r . У цьому випадку рівняння (3.1) отримає вигляд:  

 









 rte

s

A
Y

dt

dY 0 .                                      (3.4) 
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 Будемо вважати, що 
rteYY 1  є розв'язком (3.4). Це є ознакою того, 

що відносна швидкість зростання Y  дорівнює відносній швидкості зрос-

тання A . Інакше кажучи, прибуток і незалежні витрати змінюються з одна-

ковим темпом. Підставляючи цей вираз у рівняння (3.4):  

 









 rtrtrt e

s

A
eYρerY 0

11 . 

 Звідки випливає, вираз для 1Y : 
 rρv

A
Y


 0

1 .                                (3.5) 

 Таким чином, прогресуюче зростання Y  з відносною швидкістю r  

можливе за умови, що 1Y  має частинне значення, визначене структур-

ними параметрами моделі. 

 Залишилось простежити динаміку Y  за вільних початкових умов  

та присутності збурень 10 YY  . Припустимо, що 
treYYy 1  з початко-

вою умовою 100 YYy   при 0t . Віднімемо рівняння (3.5) з (3.4) та за-

уважимо, що 
rterY

dt

dY

dt

dy
1 . Тоді:  

y
dt

dy
 , 

з відомим розв'язком  

tρeyy 0 . 

 

 Знайдений розв'язок схожий з формулою (3.3) для випадку з незмін-

ними незалежними витратами. Різниця має зміст у тому, що y  є відхи-

лення прибутку від рівня, зростаючого за показниковою кривою, а не від 

незмінного рівня. Таким чином, розв'язок рівняння (3.4) зображує зрос-

тання по показниковій кривій, відхиленої від такого ж зростання прибутку. 

У розгорнутому вигляді розв'язок має бути:  

 

  tρrt eYYeYY 101  .                                 (3.6) 

 

 Необхідно уважніше проаналізувати зміст розв'язку (3.6). Вираз  

treYY 1  
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демонструє своєрідну "рівновагу" відносної швидкості зростання прибут-

ку. Це означає збільшення випуску продукції з тією ж відносною швид-

кістю, що і швидкість зростання незалежних витрат. Якщо зростання 

випуску продукції починається з незалежного рівня 1Y , тоді її послідовне 

зростання відбувається за лінією "рівноваги". Це звичайний результат, 

тому що знайдена лінія рівноваги тотожна тій, що має місце під впливом 

динамічного мультиплікатора. Якщо початковий рівень прибутку нена-

лежний  10 YY  , то в процесі динамічної еволюції здійснюється відхи-

лення від лінії "рівноваги". Швидкість цієї розбіжності визначається пара-

метром  . Цікаво співставити цей випадок з відповідним впливом дина-

мічного мультиплікатора, який забезпечує постійне повернення до лінії 

рівноваги. Акселератор знову діє як дестабілізуючий елемент. 

 Треба зазначити, що в обох випадках прогресуюче зростання про-

дукції з відносною швидкістю 
v

s
  внутрішнє належний системі. 

 Це явище є результатом антидемпфіруючої дії акселератора під 

впливом стабілізуючого діяння мультиплікатора. Це і є так названий "га-

рантований" темп зростання Харрода; гарантований він тому, що є ре-

зультатом неперервно діючого у часі рівності збережень й інвестицій.  

У моделі відсутні запізнювання. Аналогічно виключені непередбачені 

збереження та капіталовкладення, і тому немає ніяких розбіжностей між 

цими двома економічними величинами. Теорія Харрода не зображує 

коливального руху, тому її можна вважати частково динамічною. 

 

3.2. Модель мультиплікатора Філіпса 

 

Наступним кроком є виключення запізнювань у модель мультиплі-

катора-акселератора. Якщо в подальшому аналізі ми будемо користува-

тися неперервною формою (яка генерує диференціальні рівняння), то від-

повідне запізнювання матиме неперервний розподіл у показниковому 

вигляді. 

Спочатку акселератор не береться до уваги й аналіз обмежується 

лише дією динамічного мультиплікатора з неперервним запізнюванням 

(по показниковій функції). Усі змінні є функціями неперервно змінюваного 

часу, так, наприклад, випуск продукції або прибуток  tYY  . Усюди діє 

припущення про лінійні залежності поміж усіма змінними. 
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 Запізнення попиту відсутнє. Заплановане споживання має бути YcС  , 

а незалежні витрати (на капіталовкладення та споживання) складуть А . 

Тоді загальний попит без запізнювання дорівнює:  

 

AcYACD  . 

 

 Візьмемо A  постійним і замість граничної схильності до спожи-

вання скористуємось граничною схильністю до збереження cs 1 .  

У цьому випадку сукупний попит без запізнювань буде:  

 

  AYsD  1 .                                         (3.7) 

 

 Розглянемо тепер пропозицію. Тут вплив (реакція) випуску продукції 

на попит D  не припускається миттєвим, а має неперервне запізнювання 

показникової форми. Нехай швидкість реакції буде   або стала запізню-

вання 


1
Т . Тоді маємо:  

 DY
dt

dY
  .                                         (3.8) 

 

 Це рівняння відображує зміну випуску продукції у часі. 

 Із співвідношень (3.7) й (3.8) отримаємо диференціальне рівняння, 

яке описує динаміку випуску продукції:  

 

AsY
dt

dY
  .                                        (3.9) 

 Розв'язком рівняння (3.9) знову є рівень рівноваги 
s

A
YY  

, влас-

тивий статичному мультиплікатору. Нову змінну 
 YYy  підставимо  

у рівняння (3.9), яке отримає вигляд:  

0 sy
dt

dy
 .                                          (3.10) 

 Розв'язок (3.10) є очевидним:  

tsey  0y ; 
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або 

  tseYYYY   0  .                             (3.11) 

 

 Припустимо, що заданий початковий рівень випуску продукції 0Y   

в момент часу 0t . Тоді рівняння (3.11) зображує його рух у часі  

як неухильне та прогресуюче наближення до рівноважного рівня 
s

А
Y  . 

Рух здійснюється вздовж показникової кривої з коефіцієнтом згасання 

s . Швидкості пристосування випуску продукції до змінених умов також 

дорівнює s , що є комбінацією граничної схильності до збереження  

та швидкості реакції в запізнюванні випуску продукції. Один частинний 

випадок за особливих початкових умов був розглянутий Філіпсом. 

 Нехай діє припущення, що на початку процесу має місце рівновага. 

Вимірюємо Y  від цього рівня рівноваги ( 00  t,Y ), потім з'являється 

окремий зсув на боці попиту, представленому А , наприклад, завдяки 

зростанню незалежних капіталовкладень. Тоді новий рівень рівноваги 

буде 
s

A
Y  . Рух Y  до нового положення рівноваги описується рівнян-

ням (3.9) з початковою умовою 0Y  у момент часу 0t . Це означає, 

що зосереджене в розв'язку (3.11) значення 0Y  дорівнює нулю. Наступне 

відповідно зі зсувом у попиті A , рух випуску продукції від одного рівня 

рівноваги 0Y  до другого 
s

A
Y   буде відображений наступним чином:  

 

 ste
s

A
Y  1 .                                       (3.12) 

 

 Дійсно, за такої форми динамічного мультиплікатора еволюція Y  

зображується рухом з запізнюванням у вигляді показникової функції  

з декрементом s . 

 Модель, щойно нами розглянута, включає тільки незалежні капітало-

вкладення, акселератора в неї немає. Додамо тепер акселератор зі запіз-

нюванням у формі неперервної показникової функції з коефіцієнтом інвес-

тицій v  і швидкістю реакції  . Відповідно, якщо I  являє собою фактичні 
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інвестиції в момент часу t , спричинені змінами у випуску продукції, то воно 

буде описане рівнянням:  

 

dt

dY
vI

dt

dI
  .                                     (3.13) 

 

 Сукупний попит буде тепер AICD  , де, як і раніше,  

 

  AIYsC  1 .                                    (3.14) 

 

 Пропозиція також береться з неперервно розподіленим запізнюван-

ням і швидкістю реагування:  

 

DY
dt

dY
  .                                        (3.15) 

 

 Вирази (3.13) – (3.15) є рівняннями моделі. Ця система має два не-

перервно розподілених запізнювання: одне на боці пропозиції (реакція 

випуску продукції на попит зі швидкістю  ), друге з боку акселератора 

(інвестиції реагують на зміну у випуску продукції зі швидкістю реакції  ). 

Диференціальне рівняння відносно Y  з'являється за допомогою вклю-

чення D  і I  із виразів (3.13) – (3.15) Зробимо спочатку підстановку ви-

разу (3.14) в (3.15):  

 

  AIYsY
dt

dY
 1 ; 

AsY
dt

dY
I 



1
; 

dt

dY
s

dt

Yd

dt

dI
2

2




1
. 

 

 Підставляємо у вираз (3.13):  

dt

dY
vAYs

dt

dY

dt

dY
s

dt

Yd
2

2









 






11
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або 

AsY
dt

dY
vs

dt

Yd
2

2









 







1
. 

 

 Отримаємо диференціальне рівняння другого порядку відносно Y :  
 

AbY
dt

dY
a

dt

Yd
2

2

  ,                               (3.16) 

де sbvsa   , . 

 

 Рівноважний розв'язок рівняння (3.16), незмінний при усіх значен-

нях t , буде 
s

A
YY  

. Рівень рівноваги, заданий статичним мультиплі-

катором, знову відповідає моделі. Нехай 
 YYy . Тоді (3.16) буде 

мати наступний вигляд:  
 

0 by
dt

dy
a

dt

yd
2

2

.                                    (3.17) 

 

 Розв'язок (3.17) відображає динамічну поведінку y  та, відповідно, Y . 

У частинному випадку, коли параметр 0а  (це можливо, наприклад,  

якщо 


 


s
v ) має місце коливальний рух навкруги 

s

A
Y   з періодом  

sb
T



 22
  

й амплітудою, визначеною початковими умовами  0Y  та 

0tdt

dY



. 

Ці коливання не є згасними. У випадку, коли 0a , динаміка Y  є стійкою, 

перехідний процес згасає поблизу рівня рівноваги 
Y . 

 За відповідних початкових умов диференціальне рівняння (3.16) являє 

собою рух випуску продукції від одного положення рівноваги до другого. 

Припускаємо, що перше положення рівноваги, яке досягнене при 0Y  

до наступного положення рівноваги 
s

A
Y  , визначається рівнянням (3.16). 
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 Окрім цього, потрібно мати дві початкові умови. Перша з цих умов 

полягає в тому, що 0Y  у 0t . Друга умова – початкове значення 
dt

dY
 

в момент 0t , задане мультиплікатором, тому що акселератор ще не при-

йшов до дії. Це значення є 
 

A
dt

0dY
 . 

 Таким чином, можна стверджувати, що еволюційний шлях від одно-

го положення рівноваги до другого відображається диференціальним 

рівнянням (3.16), підпорядкований умовам 0Y  та A
dt

dY
  в момент 

часу 0t . 

 

Вправи для самостійного розв'язання 
 

 Розв'язати диференціальні рівняння:  

1.     022 33  dyyydxxx ;  2. 0
y

dy

x

dx
;  3. 

yx

yx
y

2


 ; 

4. 0
11 22





 y

dy

x

dx
;  5. 

1

1






x

y
y ;  6. )1,0(,0)1( Mydxdyx  ; 

7. xyy cos , )1,0(M ;  8. 0)()2( 22  dyyxdxyxx . 

 Знайти рішення у вигляді xxuxy  )()( :  

9. 
x

yx
y

2
 ;  10. ;

x

xyy
y

22 4
  

11. 1,,,  x

y

ey
y

x
y

x

y
y

x

y
y . 

 Розв'язати наступні лінійні рівняння:  

12. xxxyy cossinsin  ;  13. 
mxeayy  ;  14. byaxyx  ; 

15. 0)(2  dyyxydx ;  16. 0)2( 22  yyyxyx . 

 Розв'язати наступні рівняння Бернуллі:  

17. 
3322 yxxyy  ;  18. xyyyx ln2 ; 

19. 
2xyyyx  ,  00, 00  yx . 



 

52 

 Проінтегрувати наступні диференціальні рівняння й виділити інте-

гральні криві, які проходять через задану точку );( 00 yxM :  

20. )1;1(,0)1(2 Mxyxyyy  ;  21. )1;1(,042 Myy  ; 

22. 
222 )1( ayy  ;  23. 013 y ;  24. 13  yx . 

25. yxyx  33
;  26.  0,3

2

3

2

3

2

 aayy ; (Виконати підстановку txy  ); 

27. 4)(2 2  yxyy . 

 

Контрольні запитання для самодіагностики 

 

1. Що називається диференціальним рівнянням (д. р.)? 

2. Як визначити порядок диференціального рівняння? 

3. Який вигляд має д. р., розв'язане відносно старшої похідної? 

4. Що називається початковими умовами д. р. і як ставиться задача 

Коші? 

5. Що є розв'язок д. р.? 

6. Як формулюється теорема існування та єдиності розв'язку д. р.? 

7. Скільки розв'язків має д. р.? 

8. Скільки вільних параметрів має загальний розв'язок д. р. 5-го по-

рядку? 

9. Які ви знаєте способи розв'язку лінійного д. р. першого порядку? 

10. Яка заміна в однорідному рівнянні приводить до його розв'язку? 

11. Що називається характеристичним рівнянням лінійного д. р. 2-го 

порядку зі сталими коефіцієнтами? 

12. Який вигляд мають загальні розв'язки однорідного лінійного д. р. 

2-го порядку у випадках:  

1) 
21  ; 2) 

21  ; 3) не існує дійсних розв'язків. 

13. У якому вигляді відшукується загальний розв'язок лінійної одно-

рідної системи д. р.? 
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3.3. Різницеві рівняння в моделюванні динаміки економічних 

систем у дискретному часі 

 

 У практичній діяльності найпростіші різницеві рівняння з'являються 

під час дослідження змінної )(nY , яка є сумою, накопиченою за вста-

новленим законом при цілочисельних значеннях аргумента ,2,... 1, 0,n   

наприклад,  nY  зростає на кожному кроці у встановленому розмірі. 

Розглянемо як приклад процес зростання грошової суми 0Y , покладеної 

в банк, за умови начислення 100 ч складних відсотків на рік. Нехай 

начислення відсотків здійснюється один раз на рік і n  означає кількість 

років з моменту розміщення вкладу  2,..., 1, 0,n  . Визначимо розмір 

вкладу упродовж n  років як  nY . Тоді маємо:  

 

     11  nYrnY . 

 Якщо початкова сума дорівнює 0Y  маємо проблему пошуку розв'яз-

ку отриманого різницевого рівняння, підпорядкованого початковій умові 

  0,0 0  nYY . 

Знайдене різницеве рівняння містить  nY  і значення цієї ж змінної на один 

рік раніше  1nY  в даному випадку аргумент n  явно непредставлений 

у різницевому рівнянні. Частинним розв'язком різницевого рівняння є функ-

ція, яка визначена при  0,1,2,...,n   і задовольняє як самому рівнянню, 

так і початковим умовам. 

 Візьмемо інший варіант. Нехай тепер у кінці кожного року здійсню-

ється вклад 0Y , тотожний початковій умові. Різницеве рівняння отримує 

форму:  

      0YnYrnY  11  

з початковою умовою 0YY   при 0n . 

 Частинний розв'язок цього різницевого рівняння, який задовольняє 

початкову умову, є:  

 

    11
10 
n

r
r

Y
nY . 
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 Якщо різницеве рівняння зображує загальний член ряду ,...,, 210 uuu , 

то сума перших n  членів цього ряду:  

  nuuunS  ...10  

буде задовольняти різницевому рівнянню. Член ряду за номером n   nu  

є те значення, яке треба додати до  1nS  для отримання  nS :  

    nunSnS  1 . 

 Якщо )(nfun   для усіх ,...2,1,0n , то даний вираз є різницевим 

рівнянням для знаходження  nS . 

 У загальному випадку різницеве рівняння утворює зв'язок між зна-

ченнями функції )(nYY  , розглянутої для ряду рівновіддалених значень 

аргумента:  

nhxхх n  0 . 

 Не втрачаючи загальності, припустимо 1,00  hх . У такому разі  

в подальшому розгляді будемо оперувати тільки з цілочисловою змін-

ною. Визначимо поняття скінченної різниці. 

 Визначення. Скінченною різницею першого порядку для функції  nY  

є різниця:  

     ,1 nynyny  ; 

     ,121  nynyny ; 

     .232  nynyny  

………………………………… 

Визначення. Скінченною різницею другого порядку для функції  nY  

є різниця:  

           ;122ny1ny2 nynynyny   

           ;1223ny121ny2  nynynyny  

           .2324ny232ny2  nynynyny  

Визначення. Скінченною різницею довільного порядку для функції 

 nY  є різниця:  

         


 
m

k

k
m

kmmm kmnyCnynyny
0

11 ,11  
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де 
 !!

!

kmk

m
Ck

m


    mk ,0 . 

 

 Різницевим рівнянням є рівняння, що зв'язує незалежну змінну n ,  

її функцію  nY  та різниці цієї функції      nYnYnY m ,...,, 2
. Таке рів-

няння можна записати у загальному вигляді наступним чином:  

       .,...,, m 02  nYnYnY  

 Порядком різницевого рівняння є порядок найбільшої різниці, що зоб-

ражена в рівнянні. Наприклад, рівняння першого порядку має  nY , але 

не має різниць більшого порядку. Вищеозначене рівняння є рівнянням 

m -го порядку може бути зведено до рекурентної форми:  

  0)(),...,1(),(,  mnYnYnYn . 

 Нехай задане різницеве рівняння першого порядку у формі:  

    1 nnYnY . 

 З урахуванням того, що      ,1 nynyny   отримаємо:  

    12  nnY1nY . 

 Наведемо ще кілька прикладів різницевих рівнянь, зображених у двох 

формах:  

1)      ;1 nnyny                      ;nny    

2)      ;1 nnyany                   ;)1( nnyany    

3)     ;)1(2 nynyny               .0)(2  nynyny  

 

3.4. Лінійні різницеві рівняння 1-го порядку 

 

Прикладом лінійного різницевого рівняння є неоднорідне рівняння 

першого порядку:  

 

nnnn bxax 1 ,                                       (3.18) 

де na  та nb
 є заданими послідовностями дійсних чисел. Треба знайти 

послідовність nx , яка буде розв'язком рівняння (3.18). 
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 Розв'язком рівняння (3.18), що приймає для цілого 0n  значення 
0nx , 

є послідовність nx , елементи якої визначені формулою:  

 

 


























1 1

1

1

00

0

n

nk

n

kj

jk

n

nk

knn abaxx ,  0nn  .                  (3.19) 

Якщо послідовність constaan  , то (3.19) перетворюється до вигляду 

 00 n :  









1

0

1

0

n

k

k

knn

n baaxx .                                (3.20) 

 

 Якщо послідовність 1na  та constbbn  , то рішення (3.20) є ариф-

метичною прогресією. Якщо послідовність 0nb , тоді рішення (3.20) є гео-

метричною прогресією. 

 Приклад 18. Знайти розв'язок однорідного різницевого рівняння 

nn xx
2

1
1


 , для якого 25 x . 

 Розв'язання. У даному випадку 
2

1a  і згідно з (3.19), і (3.20) за-

гальний розв'язок рівняння буде  
2

1
0
 nn xx . 

 Коли 5n , 

5

5
2

1
0









 nxx . Маємо   65

5 22
0

 xxn . 

Отримаємо загальний розв'язок:   .21
2

1
2 616 nn

n

nx 









  

Приклад 19. Знайти розв'язок однорідного різницевого рівняння,  

 

bxax nn  1 ,                                           (3.21) 

для якого 1a  та b  задані сталі, 00 n . 
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 Згідно з формулою (3.20) маємо .
1

0

1

0 





n

k

knn

n abaxx
 

Вираз 













1

0

1

1

1n

k

n
kn

a

a
a  є сума геометричної прогресії. Отже, вираз для роз-

в'язку наступний: 
 

1

1
0






a

ab
axx

n
n

n  або після перетворень отримаємо:  

 

1


a

b
Cax n

n ,                                         (3.22) 

де 
1

0



a

b
xC . 

 

 Треба зауважити, що при 1а  загальний розв'язок рівняння (3.21) 

має вигляд:  

 

.0 nbxxn                                              (3.23) 

 Приклад 20. Кожного місяця робітник вносить 1 000 гривень на свій 

рахунок накопичення з одержання прибутку %5,0  за кожен місяць. 

Треба знайти розмір його накопичень:  

а) одразу після n -го внеску;  

б) одразу після 10-го внеску. 

 Розв'язання. Нехай nx  – значення рахунку відразу після n -го вкладу. 

Тоді перше, початкове значення рахунку буде 00011 x . 

 Ми можемо виразити nx через 1nx таким чином:  

0001005,0 11   nnn xxx  або 0001005,1 1  nn xx . 

 Остання рівність є різницевим рівнянням з попереднього прикладу, 

де 005,1a , 0001b . Тоді:  

  ,
1005,1

0001
005,1

1 





nn
n C

a

b
Cax  

  .000200005,1 
n

n Cx  

Якщо 1n , то
 .0001000200005,1 Cxn  

Вочевидь: 000200C . 
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Отже, маємо розв'язок для випадку а)   .,x
n

n 10051000200   
 

У випадку б) отримаємо результат:    .,x 1022810051000200
10

10   

 

3.5. Лінійні однорідні різницеві рівняння 2-го порядку 

 

Лінійне однорідне різницеве рівняння 2-го порядку зі сталими кое-

фіцієнтами має вигляд:  

02112   nnn xaxax .                                  (3.24) 

Вочевидь, що рівняння (3.24) завжди має нульовий розв'язок 0nx . 

Нетривіальний розв'язок (3.24) будемо шукати у вигляді ,n
nx   де 0 . 

Після підстановки в рівняння (3.24) маємо:  

02
1

1
2   nnn aa  , що рівнозначно:  

021
2  aa  .                                      (3.25) 

Рівняння (3.25) називають мультиплікаторним (характеристичним) 

рівнянням, спряженим з різницевим рівнянням (3.24). Його розв'язок  

залежить від коренів квадратного рівняння (3.25). Існують три можливі 

випадки:  

1. Мультиплікаторне рівняння (3.25) має два різних дійсних кореня:  

2

2
11

2,1
42

a
aa

 , 2
2
1 4aa  . 

Розв'язок має вигляд:  
 

nn
n CCx 2211   ,                                      (3.26) 

де 21,CC  – довільні сталі. 

 

Приклад 21. Різницеве рівняння 065 12   nnn xxx . 

Квадратне рівняння (3.25) в даному випадку є 065 2
2  a  і має 

корені 3,2 21   . Загальний розв'язок можна подати у формі:  

 

   nn
n CCx 32 21  , 

де 21,CC  – довільні сталі. 
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2. Мультиплікаторне рівняння (3.25) має двократний корінь:  

2

121 a  ; 2
2
1 4aa  . 

Таким чином, розв'язок отримає вираз:  

 

n
n nCCx )( 21  .                                    (3.27) 

 

Приклад 22. Знайти розв'язок рівняння:  

02510 12   nnn xxx . 

Відповідає характеристичне рівняння   052510
22   . 

Маємо корені: 521   . 

Згідно зі загальною формою (3.27) отримаємо розв'язок:  

n
n nCCx 5)( 21  . 

Мультиплікаторне рівняння (3.25) не має дійсних коренів, що відповідає 

умові 2
2
1 4aa  . 

Розв'язок (3.24) буде знайдений у такий спосіб:  

 

  nCnCrx n
n sincos 21  ,                           (3.28) 

де 












 


1

2
12

2

4
,

a

aa
arctgar  . 

 

 Приклад 23. Знайдемо загальний розв'язок рівняння:  

022 12   nnn xxx . 

Розв'язання. Мультиплікаторне рівняння 0222    не має дій-

сних коренів. Для застосування формули (3.28) знайдемо параметри r  

та  . Вочевидь, 22  ar   

і  
4

3
1

4

1

2
12 

 












 
 arctg

a

aa
arctg . 

Загальний розв'язок різницевого рівняння подати у вигляді:  

4

3
sin2

4

3
cos2 2

2
2

1


nCnCx

nn

n  . 
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 Приклад 24. Знайдемо частинний розв'язок різницевого рівняння:  

042  nn xx , 2,1 10  xx . 

Мультиплікаторне рівняння 042   не дає дійсних коренів. Пара-

метри r і   дорівнюють: 2r  та 
2


  . 

Загальний розв'язок має форму:  

2
sin2

2
cos2 21

n
C

n
Cx nn

n


 . 

 З початкових умов маємо: 2110 2, CxCx  . 

Таким чином, 1,1 21  CC . 

 Частинний розв'язок набуває вигляду:  











2
sin

2
cos2

nn
x n

n


. 

Приклад 25. Знайдемо частинний розв'язок різницевого рівняння:  

012   nnn xxx , 1,0 10  xx . 

Мультиплікаторне рівняння 012   має дійсні корені 
2

51
2,1


 . 

Загальний розв'язок є:  
nn

n CCx 






 








 


2

51

2

51
21 . 

Початкові умови дають наступні рівняння:  

211210
2

51

2

51
, CCxCCx





 , 

які визначають систему двох рівнянь:  

1
2

51

2

51
,0 2121 





 CCCC . 

Знаходимо 
5

1
,

5

1
21  CC  і дістаємо частинний розв'язок: 






















 








 


nn

n CCx
2

51

2

51

5

1
21  ,  ,...2,1,0n . 
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 При різних значеннях ,...2,1,0n  маємо послідовність 1,0 10  xx , 

2,1 32  xx , ,5,3 54  xx  ...,86 x  . 

Елементи даної послідовності є числами Фібоначчі (Леонардо Пізанський). 

Приклад 26. Знайдемо частинний розв'язок різницевого рівняння 

044 12   nnn xxx , 4,1 10  xx . 

Мультиплікаторне рівняння має форму повного квадрату   02
2
 , 

22,1  . Загальний розв'язок має вигляд:   n

n nCCx 221  . 

За допомогою початкових значень 10 , xx  знайдемо довільні сталі 21, CC :  

  42,1 21110  CCxCx . 

 Звідси, 1,1 21  CC . 

Частинний розв'язок є таким:   n

n nx 21 . 

 

Вправи до самостійного розв'язування 

 

1) Знайти загальний розв'язок різницевих рівнянь:  

1. 045 12   nnn xxx ;                  6. 0212   nnn xxx ; 

2. 067 12   nnn xxx ;                  7. 054 12   nnn xxx ; 

3. 0332 12   nnn xxx ;             8. 0
4

1
12   nnn xxx ; 

4. 012   nnn xxx ;                      9. 0136 12   nnn xxx ; 

5. 0168 12   nnn xxx ;                10. 096 12   nnn xxx . 

2) Знайти частинний розв'язок із заданими початковими умовами:  

1. 045 12   nnn xxx ,  3,1 10  xx ; 

2. 089 12   nnn xxx ,  4,0 10  xx ; 

3. 02510 12   nnn xxx ,  5,1 10  xx ; 

4. 022 12   nnn xxx ,  4,2 10  xx ; 

5. 034 12   nnn xxx ,  3,1 10  xx ; 

6. 0178 12   nnn xxx ,  3,2 10  xx ; 

7. 0
16

1

2

1
12   nnn xxx ,  

2

1
,

4

1
10  xx . 
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3.6. Лінійні неоднорідні різницеві рівняння 2-го порядку 

 

 Загальний розв'язок лінійного неоднорідного різницевого рівняння  

є з суми загального різницевого рівняння та частинного розв'язку неод-

норідного різницевого рівняння. Використаємо метод варіації довільних 

сталих для відшукання частинного розв'язку різницевого рівняння дру-

гого порядку:  

 

)(2112 nfxaxax nnn   ,                             (3.29) 

де )(nf  – задана послідовність дійсних чисел. 

 

 Однорідне рівняння має загальний розв'язок:  

)()( 2211 nCnCxn   . 

 Явний вигляд )(),( 21 nn   залежить від коренів відповідного муль-

типлікаторного рівняння і наведений у попередньому розділі. 

 Довільні сталі в загальному розв'язку однорідного різницевого рів-

няння беруться за нові невідомі. Тоді розв'язок неоднорідного різнице-

вого рівняння шукаємо у вигляді:  

)()( 2,21,1 nCnCx nnn   . 

 Замінимо n  на 1n :  

 

  ).1()1()1(

)1()1()1(

2,21,12,21,2

1,11,121,211,11









nCnCnCC

nCCnCnCx

nnnn

nnnnn




 

 Спрощуючи вищеозначений вираз, оберемо:  

    0)1()1( 2,21,21,11,1   nCCnCC nnnn  . 

 Аналогічно маємо:  

   

).2()2(

)2()2(

2,21,1

2,21,21,11,12



 

nCnC

nCCnCCx

nn

nnnnn




 

 Підставляючи nx , 1nx , 2nx  в неоднорідне різницеве рівняння (3.29), 

дістаємо рівняння:  

    )()2()2( 2,21,21,11,1 nfnCCnCC nnnn    . 

 Таким чином, маємо систему рівнянь для nn CC ,11,1   та nn CC ,21,2  . 
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    )()2()2( ,21,22,11,11 nfCCnCCn nnnn    ; 

    )()2()2( ,21,22,11,11 nfCCnCCn nnnn    . 

 З цієї системи одержуємо розв'язок:  

)2()1()1()2(

)()1(

2121

2
,11,1






nnnn

nfn
CC nn




; 

)2()1()1()2(

)()1(

2121

1
,21,2






nnnn

nfn
CC nn




. 

 Розв'язавши ці різницеві рівняння, маємо:  










1

0 2121

2
1,1

)2()1()1()2(

)()1(
n

k

n
kkkk

kfk
CC




; 










1

0 2121

1
2,2

)2()1()1()2(

)()1(
n

k

n
kkkk

kfk
CC




, 

де 21,CC  – довільні сталі. 

 

 Загальний розв'язок неоднорідного рівняння другого порядку має 

вираз:  

)()()( 2211 nunCnCxn   , 

де  

)2()1()1()2(

)()1()1()(
),1(

,)(),1()(

2121

2121

1

0






 




kkkk

nkkn
knR

kfknRnu
n

k




 

є частинним розв'язком лінійного неоднорідного різницевого рівняння. 

 Лінійне різницеве рівняння другого порядку зі сталими коефіцієн-

тами в залежності від коренів мультиплікаторного рівняння має три ком-

бінації лінійно незалежних розв'язків: )(),( 21 nn  . 

1. Мультиплікаторне рівняння 021
2  aa   має два дійсних ко-

рені 21   . У цьому випадку .)(,)( 2211
nn nn    

Функція 
21

1
2

1
1),1(










 knkn

knR . 
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Частинний розв'язок: 











1

0 21

1
2

1
1 )()(

n

k

knkn

kfnu



. 

Загальний розв'язок має вигляд:  












n

k

knkn
nn

n kfx

0 21

1

2

1

1
21 )(




 . 

2. Мультиплікаторне рівняння 021
2  aa   має двократний 

корінь   21 . У цьому випадку 
nn

nnn   )(,)( 21  легко з'ясу-

вати, що функція ),1( knR   має вигляд:  

 



 1
),1(

1 


 kn
knR

kn

. 

Частинний розв'язок:  

 




 
1

0

1 )(1
1

)(
n

k

kn kfknnu 


. 

Загальний розв'язок:  

   




 
1

0

1
21 )(1

1
n

k

knn
n kfknnCCx 


 . 

3. Не існує дійсних коренів мультиплікаторного рівняння. 

Розв'язками лінійного рівняння другого порядку є  

.sin)(,cos)( 21  nrnnrn nn   

Функція ),1( knR   з'являється у формі:  

  .1sin
sin

1
),1( 1 


  knr

r
knR kn

 

Частинний розв'язок має вигляд:  

  




 
1

0

1 )(1sin
sin

1
)(

n

k

kn kfknr
r

nu 


. 

Загальний розв'язок:  

     .)(1sin
sin

1
sincos

1

0

1
21 





 
n

k

knn
n kfknr

r
nCnCrx 


  

Вочевидь, що в усіх трьох випадках )1(),1(  knRknR  і відпо-

відні частинні розв'язки є згортками двох послідовностей. 
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Процедура обчислення згортки двох послідовностей може бути 

досить складним завданням для довільно заданої послідовності )(nf . 

Тому, для деяких типових послідовностей )(nf  доцільним є застосуван-

ня методу невизначених коефіцієнтів. Загального принципу визначення 

структури розв'язку не існує, але в деяких частинних випадках можливо 

використовувати вказівки, які наведені в табл. 2. 

 

Таблиця 2 

 

Частинні розв'язки різницевих рівнянь 

 

Вільний член )(nf  Частинний розв'язок nu  

na  
naA   

kn  
k

knAnAA  ...10  

knna    nk
k anAnAA  ...10  

nn  cos,sin     nBnA  cossin   

 

Приклад 27. Знайти загальний розв'язок рівняння  

n
nnn xxx 3612   . 

Розв'язання. Мультиплікаторне рівняння відповідного однорідного 

різницевого рівняння є 062  . Його корні будуть 3,2 21   . 

Частинний розв'язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді:  

n
n Au 3 . 

 Підставляючи в початкове різницеве рівняння, маємо:  

nnnn AAA 33633 12  
. 

Отримаємо 
6

1
A . Загальний розв'язок є таким:  

  .3
6

1
32 21

nnn
n CCx   

Приклад 28. Частинний розв'язок неоднорідного рівняння:  

n
nnn axxx   612 , 
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де 1a  деяка стала, будемо шукати у вигляді 
n

n aAu  . Підстановка  

у різницеве рівняння дає 
  32

1




aa
A . 

 

 Ця умова дозволяє обчислити A  тільки тоді, коли 2a  і 3a . 

Інакше кажучи, a  повинно відрізнятися від коренів мультиплікаторного 

рівняння. У випадку, коли a  співпадає з якимсь із коренів мультипліка-

торного рівняння, частинний розв'язок треба шукати у вигляді:  

n
n anAu  . 

 Після підстановки у різницеве рівняння маємо:  

    nanan
A

612

1
2 

 . 

 Якщо 21  a , то 
10

1
A  або 

n
n

n
u 2

10
 . Загальний розв'язок: 

 nn
n C

n
Cx 32

10
21  . В іншому випадку 32  a . Тоді: 

15

1
A  

та частинний розв'язок  nn

n
u 3

15
 , а загальний розв'язок задається 

формулою:  nn
n

n
CCx 3

15
2 21 








 . 

Приклад 29. Частинний розв'язок неоднорідного рівняння:  

2
sin612

n
xxx nnn   , 

де 1a  деяка стала, будемо шукати у вигляді:  




















2
cos

2
sin

 n
B

n
Aun . 

Після підстановки nu  у різницеве рівняння та виконання необхідних 

дій, маємо:  

    0
2

cos7
2

sin17 
 n

BA
n

BA . 

 Звідки витікає, що коефіцієнти при обох тригонометричних функціях 

повинні дорівнювати нулю, тощо 



 

67 









.07

,17

BA

BA
 

З цієї системи алгебраїчних рівнянь отримаємо значення А  та В :  

50

1
,

50

7
 BA . 

Таким чином, частинний розв'язок буде:  




















2
cos

50

1

2
sin

50

7  nn
un . 

Загальний розв'язок має форму:  

  


















2
cos

50

1

2
sin

50

7
32 21

 nn
CCx

nn
n . 

Приклад 30. Знайти частинний розв'язок неоднорідного рівняння 

n
nnn axaxax   22 2

12 , де 1a  – деяка стала. 

У даному випадку двократний корінь мультиплікаторного рівняння 

a 21   співпадає з показником ступеня правої частини. У такому разі 

частинний розв'язок шукаємо у формі 
n

n anAu  2
. 

Підставляючи nu у дане різницеве рівняння, маємо:  

     nnnn aanaanaanA 2122 221222
  . 

Звідси отримаємо 
2

1

a
A  . Частинний розв'язок набуває вигляду: 

22  n
n anu . 

 

Вправи до самостійного розв'язування 
 

1) Знайти загальний розв'язок різницевих рівнянь:  

1. 3265 12   nxxx nnn ;                 6. 
n

nnn xxx 3223 12   ; 

2. 
n

nnn exxx   128 12 ;                     7. 
n

nnn xxx 512   ; 

3. 
32

12 245 nnxxx nnn   ;             8.  nnnn xxx 2544 12   ; 

4. 
n

nnn nxxx 278 12   ;                    9. 136 12   nxxx nnn ; 

5. 







 

2
cos2 12

n
xxx nnn ;             10. 

1
12 396 
  n

nnn xxx . 
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2) Знайти частинний розв'язок із заданими початковими умовами:  

1.  nnnn xxx 365 12   ; 

2. 
n

nn xx 242  ; 

3. 
n

nnn xxx 2444 12   ; 

4. 
2

12 5932 nnxxx nnn   ; 

5. 
n

nnn xxx 2
12 3910   ; 

6. 
3

sin45 12

n
xxx nnn   ; 

7. 
2

cos87 12

n
xxx nnn   ; 

8. 
3

12 54 nxxx nnn   ; 

9. 
n

nnn xxx 
  4

4

1

4

5
12 ; 

10.    nn
nnn xxx 4286 12   . 

 

3.7. Властивості розв'язків лінійних різницевих рівнянь 

 

 Головні властивості розв'язків лінійного однорідного різницевого рів-

няння 

nkknknkn xnaxnaxnax )(...)()( 2211              (3.30) 

виражають наступні теореми:  

Теорема 1. Якщо 0)( nak для усіх натуральних n , то рівняння 

(3.30) із заданими початковими умовами kxxx ,...,, 10 має єдиний розв'я-

зок, тобто одну послідовність nx , перші елементи якої задані, а елемен-

ти відлічені від 1kx  задовольняють рівнянню (3.30). 

Теорема 2. Якщо послідовність nx  та nx 
 є розв'язками рівняння 

(3.30), то й послідовність nx така, що для кожного натурального n   

nnn xCxCx  , 

де C  та C   довільні сталі, буде розв'язком рівняння (3.30). Треба також 

зазначити, що теорема 2 досить легко узагальнюється на довільну скін-

ченну кількість рішень. 
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 Далі введемо поняття лінійної залежності та незалежності послідовно-

стей. Розглянемо m  послідовностей 
m
nnn xxx ,...,, 21

. Будемо стверджувати, 

що ці послідовності лінійно залежні, якщо існують такі сталі ,,...,, 21 mααα  

не всі одночасно рівні нулю, що для кожного натурального n  лінійна ком-

бінація цих послідовностей задовольняє умові 0...2
2

1
1  m

nmnn xxx  . 

У протилежному випадку розглянуті послідовності є лінійно незалежними. 

Приклад 31. Послідовності 
n2  та 

nn 2  лінійно незалежні. 

Дійсно, рівності 022 21  nn n  або   0221  nn . 

можливі для кожного n  тільки, якщо 021  . 

 Для того, щоб визначити чи є задані послідовності лінійно залеж-

ними або незалежними, скористаємося властивостями матриці Казораті. 

Матрицею Казораті для послідовностей 
m
nnn xxx ,...,, 21

 будемо іменувати
 

матрицю:  

























m
mnmnmn

m
nnn

m
nnn

n

xxx

xxx

xxx

K

1
2

1
1

1

1
2

1
1

1

21

...

............

...

...

. 

 Визначник матриці Казораті nn CK det  назвемо визначником Ка-

зораті. 

 Лема. Якщо послідовності 
m
nnn xxx ,...,, 21

 лінійно залежні, то визначник 

Казораті дорівнює нулю, тоді навпаки, якщо визначник Казораті дорівнює 

нулю, тоді умова залежності виконана щонайменш для .1,...,1,  mnnn  

 Приклад 32. Визначник Казораті для послідовностей попереднього 

прикладу не буде дорівнювати нулю. 

    02
122

1
2

212

22 122

11 










nn

nn

nn

n n
n

n

nC . 

і відповідні послідовності мають бути лінійно незалежними. 

 Множину K  лінійно незалежних розв'язків рівняння (3.30) будемо 

називати фундаментальною системою розв'язків цього рівняння. Лінійну 

комбінацію фундаментальної системи розв'язків вважаємо загальним роз-

в'язком різницевого рівняння (3.30). 
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 Теорема 3. Якщо послідовності 
m
nnn xxx ,...,, 21

 утворюють фундамен-

тальну систему рішень лінійного однорідного рівняння (3.30) порядку k , 

то кожне рішення цього рівняння буде послідовністю, елементи якої мож-

на надати у вигляді:  

 

,...
2

2

1

1

k

nknnn xCxCxCx   

де kCCC ...,, 21  – довільні сталі. 

 

3.8. Системи лінійних різницевих рівнянь 

 

 Система лінійних різницевих рівнянь має зображення:  

























....

.....................................................

,...

,...

2
2

1
1

1
1

2
2

2
22

1
21

2
1

1
1

2
12

1
11

1
1

l
n

l
nllnlnln

n
l
nlnnn

n
l
nlnnn

bxaxaxax

bxaxaxax

bxaxaxax

                    (3.31) 

 Систему лінійних різницевих рівнянь будемо називати однорідною, 

якщо для кожного натурального n є 0...
21


l

nnn bbb . В іншому ви-

падку систему різницевих рівнянь будемо називати неоднорідною. Одно-

рідна система зі сталими коефіцієнтами є автономною системою. 

Теорема. Лінійне різницеве рівняння:  

nn

k

nknnknnkn bxaxaxax   ...2

2

1

1

 

рівнозначне системі лінійних різницевих рівнянь:  



































....

................

,

,

1121

1

1

1

32

1

21

1

nn

k

n

k

nn

k

nn

k

n

k

n

k

n

nn

nn

bxaxaxax

xx

xx

xx

 

 Для доведення вищеозначеної теореми достатньо визначити  

.,....,, 11
21

  kn
k
nnnnn xxxxxx  
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 Це підтверджує, що кожне лінійне різницеве рівняння довільного 

порядку можна перетворити на рівносильну систему лінійних різницевих 

рівнянь першого порядку. І, навпаки, систему (3.31) інколи легко пере-

творити на єдине різницеве рівняння вищого порядку. 

 Приклад 33. Маємо систему двох різницевих рівнянь:  













.1

1

nn

nn

xy

yx
 

З першого рівняння вочевидь 12   nn yx . Тоді, з урахуванням рівняння 

nn xx 2 , загальний розв'язок двох рівнянь: 
 

 










.1

;1

21

21

n
n

n
n

CCy

CCx
 

 

3.9. Застосування різницевих рівнянь в економічних дослідженнях 

  

Розглянемо найбільш відому модель економічної динаміки: паву-

тинну модель ринкового ціноутворення. 

 Нехай ринок якогось відокремленого товару визначається функ-

ціями попиту )( pDD  та пропозиції )( pS , де p  – ціна одиниці товару. 

Для існування рівноваги ціна повинна бути такою, щоб була виконана 

рівність:  

.)()( pSpD                                          (3.32) 

 

 Рівноважна ціна 


p  повинна задовольняти рівнянню (3.32), яке вза-

галі може мати множину розв'язків. Динамічна модель може бути розбу-

дована за наявності фактору запізнювання в часі на боці попиту або 

пропозиції. 

 Найпростіша модель у дискретному аналізі включає постійне запіз-

нювання або відставання пропозиції на один часовий інтервал:  

)( tt pDD  ,              )( 1 tt pSS . 

 Таке явище трапляється, коли для появи на ринку розглянутого 

товару повинно мати суттєвий період часу, обраний за інтервал. Дія 

моделі дуже проста: якщо за наявною ціною 1tp минулого періоду часу 

об'єм пропозиції на ринку в даному періоді буде )( 1tpS , то ціна tp  
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повинна стати такою, щоб був реалізований увесь об'єм запропонова-

ного товару:  

).()( 1 tt pSpD                                          (3.33) 

 Нехай функції попиту )( tpD
 
та пропозиції )( 1tpS  є лінійними 

функціями ціни:  

,)(

,)(

1101

10

 



tt

tt

pSSpS

pddpD

 

де 1010 ,,, SSdd
 – сталі коефіцієнти. 

 

 Тоді з балансового рівняння (3.33) легко отримати різницеве рів-

няння для динаміки ціни товару:  

11010  tt pSSpdd  

або  

1

00
1

1

1

d

dS
p

d

S
p tt


  .                                 (3.34) 

Рівняння (3.34) має рішення при ,11 dS    























 p

d

S
C

dS

Sd

d

S
Cp

tt

t

1

1

11

00

1

1 , 

де 
11

00

11

00
0 ,

dS

Sd
р

dS

Sd
pС









 

. 

 

Якщо функція попиту є спадаючою функцією ціни ( 01 d ), що буває 

типовим для реальних функцій попиту, то tp  має коливальний характер 

розв'язку. 
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Контрольні запитання для самодіагностики 

 

1. Що називається оператором зсуву S ? 

2. За якою формулою можна визначити додатню ступінь kS  опера-

тора зсуву? 

3. Яке рівняння називається різницевим к-го порядку? 

4. Яка існує рівносильна форма різницевого рівняння? 

5. Що є розв'язком різницевого рівняння? 

6. Як виглядають початкові умови для різницевого рівняння? 

7. За якою формулою можна одержати розв'язок неоднорідного лі-

нійного різницевого рівняння 1-го порядку? 

8. Навести приклад однорідного різницевого рівняння і його розв'язку. 

9. Дайте визначення лінійного різницевого рівняння 2-го порядку. 

10. Яке рівняння називається мультиплікаторним? 

11. Який вигляд мають загальні розв'язки однорідного лінійного різ-

ницевого рівняння у випадках:  

1) 
21  ; 2) 

21  ; 3) не існує дійсних розв'язків. 

12. Дайте визначення частинного розв'язку різницевого рівняння. На-

ведіть приклад. 

13. Що називається визначником Казораті? 

14. За якою формулою можна знайти загальний розв'язок неодно-

рідного лінійного різницевого рівняння 2-го порядку? 

15. У випадку )1(),1(  knRknR  який вигляд має частинний 

розв'язок? 

16. Який вигляд має загальний розв'язок лінійного р. р. 2-го порядку 

зі сталими коефіцієнтами? 
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